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本 书 是 写 给 广大 数学 工作 者 看 的 ， 而 不 是 专门 写 给 数学 基础 
或 数理 还 卯 工作 者 的 。 但 需要 从 公理 集合 论 谈 起 。 

B 4.1963JFP, J, Cohen &] 2 7] it ik JE e WE AT. Ae ME zh 上 证 明 
了 连续 统 假 证 的 独立 性 以 后 ， 公 理 集 含 论 的 研究 在 近 三 十 年 来 又 
有 了 长 足 的 进展 。 特 别 是 它 的 成 果 正 在 进入 不 少 其 他 数学 分 支 的 
领域 ， 并 且 从 杠 本 上 影响 着 这 些 领域 中 不 少 重 要 问题 的 答案 。 从 
而 ， 公 理 集 合 论 正 目 益 更 突出 地 显示 着 它 在 数学 研究 中 的 基础 性 
意义 和 地 位 。 

例如 ， 可 接 群 论 中 的 Whitehead 问题 ， 它 的 一 个 主要 情况 是 
问 ， 是 否 每 个 基数 为 @, 的 W- 群 都 是 自由 群 ? (W- 群 的 概 念 不 必 
企业 证 述 ， 可 参看 第 一 章 ) 这 曾 是 群 论 学 者 多 年 未 能 解决 的 一 个 
问题 (例如 ， 在 L.,Fuchs 的 重要 专著 《Infinite Abelian Groups) 
Vol, (1973) 中 ， 有 专门 一 节 ($899 讨论 它 ， 并 认为 是 十 
分 困难 的 问题 。) 。 在 以 前 ， 虽 然 这 一 问题 未 能 解决 ， 但 多 数 人 
都 认为 ， 它 的 答案 ， 或 者 是 肯定 的 ， 或 者 是 否定 的 ， 只 不 过 我 们 
还 不 知道 而 已 。 直 到 1974 年 S,Shelah 证 明了 这 一 问题 相对 于 ZFC 
的 独立 性 之 后 ， 人 们 才 认 识 到 ， 原来， 由 我 们 常用 的 集合 论 公理 
体 条 ZFC 并 不 足以 决定 它 的 真 假 。 只 要 ZFC 自 身 不 了 媚 OE, PZ, 
就 可 由 之 证 明 ， 既 存在 ZFC 的 祝 型 ， 在 其 中 Whitehead 问 题 AIP 
定 的 答案 ;也 存在 ZFC 的 模型 ， 在 其 中 见 hitehead 问 题 有 F 定 的 
答案 。 所 以 ， 如 果 不 加 用 新 的 集合 论 假设 、 只 用 通常 的 集合 论 知 
识 是 不 可 能 解决 这 一 问题 的 。 

和 尔 这 种 独立 于 ZFC 的 前 沿 性 数学 问题 ， 不 但 在 代数 学 中 存 
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在 ， 也 在 拓扑 学 及 分 析 数 学 中 存在 《这 里 不 去 谈 公 理 集合 论 本 身 
所 提出 的 大 量 问 题 ) 。 例 如 关于 Banach 空 间 的 Pelezynski $h 4 
( 见 第 九 章 ) ， 关 于 Banach 代 数 的 Kaplansky 问题 ( 见 第 十 章 )， 
集 论 拓扑 学 中 的 很 多 问题 (第 四 至 六 章 谈 到 了 一 部 分 ) , FF. 
它们 都 是 由 数学 家 们 在 现代 数学 研究 中 自然 地 提出 的 问题 ， 而 不 
RAR MR 〈 或 其 他 很 多 已 被 证 明 其 独立 性 的 数学 命题 ) 那样 
显得 似乎 离 现 代数 学 工作 者 所 直接 关心 的 问题 比较 “ 远 ? 。 国 | 
而 ， 对 它们 的 不 同 答案 也 就 会 比 连续 统 假 设 的 成 立 与 否 等 结果 更 
进一步 具体 而 明显 地 影响 着 数学 工作 者 们 所 关心 的 其 他 有 关 问 题 
的 答案 。 

更 形象 地 说 ， 公 理 集合 论 的 现代 成 果 正 在 引起 一 些 其 他 数学 
分 支 的 “局 部 地 震 ”， 并 且 势 将 引起 越 来 越 多 的 “地震 ? 。 这 正 
象 数 学 史上 非 欧 几 何 的 出 现 一 样 ， 但 其 影响 的 深度 及 规模 将 更 
大 。 可 以 预料 ,今后 会 有 越 来 越 多 的 数学 家 将 不 得 不 去 采纳 一 些 
新 的 集合 论 假 设 米 帮助 解决 问题 。 

本 书 的 目的 就 是 要 通过 介绍 这 方面 一 些 较 新 也 较 明星 的 例 
子 ， 来 引起 数学 工作 者 们 对 这 一 新 发 展 形势 的 兴趣 和 关注 。 但 本 
书 并 不 要 求 读者 具有 公理 集合 论 的 专门 知识 。 

本 书 在 写法 上 力求 音 章 独立 ， 读 者 可 以 从 感 兴趣 的 任何 一 章 
开始 阅读 。 由 于 各 盏 基本 独 主 ， 所 以 对 数学 符号 的 用 法 电 并 不 强 
求全 书 钳 一 ,而 主要 是 从 在 本 章 之 内 使 用 方便 以 及 便于 与 其 他 特 
号 相 区 别 来 决定 。 此 和 外， 也 是 为 了 便于 读者 单独 阅读 某 一 章 或 任 
意 选 读 某 几 章 ， 所 以 在 写法 上 也 并 不 包 避 个 别 常用 概念 或 内 容 在 ， 
书 中 很 少量 的 重复 ， 以 便于 各 阐 基 本 上 自给 自足 。 

本 书 第 四 至 六 章 为 杨 守 廉 同志 援 写 。 附 录 是 末 用 了 何 青 同志 
的 一 篇 文章 。 其 余 为 王 世 强 所 写 。 

德国 Heidelberg 大 学 Gert H,Müllerd 3€ Wf ij ADEA HAF 
向 数学 界 介绍 数理 还 辑 成 果 的 工作 ， 这 促使 我 加 强 了 首先 用 中 文 
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IER Ads mik, MEA F A 生 也 都 支持 本 书 的 写 
作 。 我 曾 在 讨论 班 上 介绍 过 孝 分 书稿 ， 沈 复兴、 卢 晤 波 、 KA 
绍 、 何 青 、 陈 练 寒 、 张 忠平 、 张 玉 平 、 王 捍 筑 、 田 启 家 和 车 同志 提 
出 了 一 些 有 益 的 意见 。 一 并 在 此 读 谢 。 
布 望 本 书 能 引起 读者 的 兴趣 和 对 数学 中 基础 性 研究 的 关心 。 
书 中 难免 月 不 灾 献 点 或 课 误 之 处 ， 欢 迎 读 者 批评 指正 。 
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马丁 公理 简介 


关于 ZFC， 可 以 看 作 通常 的 朴素 集合 论 的 公理 化 体系 ， 它 所 
反映 的 也 就 是 广大 数学 工作 者 经 常 使 用 的 集合 论 内 容 〈 较 详细 的 
介绍 可 参看 附录 .。)， 

关于 各 种 形式 的 集合 论 新 假设 〈 或 称 新 公理 ) ， 我 们 一 般 在 
使 用 时 随时 介绍 。 但 由 于 在 很 多 章 中 都 用 到 了 马丁 公理 (Martin 
Axiom)， 为 便于 读者 参看 ， 我 们 在 此 介绍 如 下 . 

EO, <) 为 一 偏 序 集 (又 称 部 分 有 序 集 。 在 三 已 确定 
时 ， 一 般 也 简 记 为 P .). 

设 p，9€ 了 PP。 如 果 存 在 EPRE Sr <p Rr<q, MR 
P jg 是 在 PP 中 相 容 的 . 

ROSP. 如 果 Q@ 中 任 二 不 同 元 都 在 P 中 不 相 容 ， 则 称 8 为 P 
的 一 个 反 链 ， 

如 果 P REM ROMA ST Hew CH. OHARA 
可 数 无 限 焦 ) ， 则 称 P 了 适合 可 数 反 链 条 件 ， 习 惯 上 简称 P 适合 
c.c.c.( 实 际 应 简称 为 c ,a,c,), 

设 DSP。 如果 对 任何 p EP 了， 都 存在 4ED 能 适 dep, m 
称 D 为 P 的 稠密 子 集 . 

证 了 SP。 如 果 下 适合 下 列 二 条 件 

Cio 对 任何 f,g EF， 存 在 hE 能 同时 适合 4h 三 ff 及 hg， 

Gi) SJEF, pEP 并 有 fp, Wiper, 

MEK FO P BR —4 

mK 2M, UMA(K) ig TX EI. MOH 何 适 Aeee 

"7H HRIEJRUP PIS EE— IESUS T RACH, AHER REPRE T- 
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4) ZI lA «cs (1A| 为 4 的 基数 ) , tfeikPiga TF CE 
与 A 有 关 〉 能 适合 : X87 DCA, Fn De OREZ 集 )， 

容易 证 明 ，MA(w@) 成 立 而 MA (2) 不 成 立 ,( 其 中 9 为 第 1 
ATR, FS. haa 自然 数 集 . ) 并 且 显 见 ， 如 果 
MA (ORAK <x, WMA tyes, 

马丁 公理 ( 简 记 为 MA ) 是 说 ， 对 一 切 <2, MAOR Y. 

本 书 中 常 以 两 种 形式 引用 马丁 公理 . 一 种 形式 EMA) 
(其 中 @ ,为 0 之 后 的 第 1 个 基数 ， 即 兴 !) 。 由 MA(oi) 可 以 排出 
oi<2"， 即 连续 统 假设 不 成 立 。 另 一 种 引用 形式 是 在 MA 之 外 再 
附加 o 一 2*， 简 记 为 MA + 一 CH。 (由 MA + 一 CH 显然 可 以 推出 
MA (2,).) 

TUER: "DJRZFCARZF A, W ZFC + MA + 一 CH th KH 
E (从 而 ZFC + MA(o,) A. ). 

关于 公理 集合 论 及 力 迫 法 的 详细 介绍 (并非 阅读 本 书 所 需 )， 
有 兴趣 的 读者 可 参看 Th，Jeeh jj «Set Theory»? (Academic 
Press, 1978) 或 K, Kunenjffj «Set Theory) (North-Holland 
Publ, Co., 1980) 等 书 ， 


第 一 章 Whitehead 问 题 的 独立 性 


Whiteheadi Wi E J8 J,H.C, Whitehead 在 1952 年 提出 的 一 个 
关于 可 换 群 的 问题 , 最 早 见 于 文献 记载 是 A ,Ehrenfeucht 的 1], 
这 个 问题 有 一 些 不 同 的 等 价 形式 ， 它 与 代数 、 分 析 及 拓扑 中 一 些 
问题 有 关联 ， 可 参看 [ 2 ] 中 的 讨论 ， 直 到 1974 年 之 前 ， 历 经 一 些 
人 的 研究 C 有 J.Rotman,，R.J.Nunke, S, Chase. P, Griffith 
等 )， 对 Whitehead 问题 只 得 到 部 分 结果 ， 未 能 完全 解 GA 
[22 中 所 引文 献 )。1974 年 ，5S,Shelah 证 明了 这 一 问题 相对 于 ZFC 
的 独立 性 〈 见 5 3 ])， 才 使 人 们 对 这 一 问题 的 本 性 有 了 更 深刻 的 
i. 

本 章 以 下 的 介绍 是 根据 5 4 J]。 由 于 我 们 的 主旨 在 于 证 明 这 一 
问题 的 独立 性 ， 所 以 我 们 只 取 它 的 一 种 形式 来 详细 论证 ， 而 不 去 
讨论 它 的 其 他 等 价 形 式 。 

定义 HA, BAH. m. BA 是 一 个 由 五 到 4 上 的 
AWN. MSR ETE Hy AB) BARU ARBR ATO, ABE (dix = 14 

Q, 为 由 4 到 A 上 的 恒 等 映 射 )， 则 称 z 为 分 裂 的 (to split), 

定义 -可 换 群 4 当 适 合 下 列 条 件 时 称 为 W- 群 ， 对 任何 可 

TREE BMH BAA EBM AAR px. BoA, dna 
(kernel) SHIH ZI, W 是 分 裂 的 ， 

AM, SLA Re EW AE, Whitehead 问题 是 问 ， 反 
Zs dp AIE—W-RHR. ATOJ KHE? K.Steint 5 ] 曾 证 明 ， 
Ru Scr) We abd: a CE S810). (EW - fb A 50 
不 可 数 时 ， 这 个 问题 在 通常 的 集合 论 公 理 ZFC 之 下 没有 确定 的 
ER. 


本 章 上 只 讨论 元 数 为 @, WFR, do EWI LK PROS WERTE 
论 ;一 方面 是 ， 如 果 对 ZFC 增 加 新 公理 = 上， 冉 可 以 推出 ， 每 个 
元 数 为 o, 的 W -fESspAE HH Hif CUL 16)。 另 -- 方 面 ， 如 果 对 
ZFC 增 加 新 公理 由 4(@,)， 则 可 以 谁 出 ， 存 在 元 数 为 @1 的 矿 - 可 ， 
EEA AH HE RH), 

MFR >o, AW -#, Shelah 也 证 明了 类似 的 独立 性 结 
果 。 本 章 不 再 介绍 。 

ERAH, UFKA, AeH, WE g T 
HINER . RU Zid ene. 


$1 预备 知识 (一 ) 


引 理 1 设 B 是 可 换 群 4 的 子 群 ， 并 且 B 和 4/B 都 是 自由 群 。 
WAZA RR. JE BAIE TUR BABS TRY A SEI. 

证 明 Sx, 4 一 4/8B HARHA (OH. MRP acA, A 
z(a)-a- B), IH A/B 为 自由 群 易 知 存在 x 的 分 裂 同 态 p ， 现 在 
FEUER A = 0CA/B)ODB, 

首先 ， 对 任何 aE A, da-Pz(a)*(a-pz(a)), 其 中 px(a) 
CPCA/B)ia—-pPzx(a)C B (后 者 是 由 于 x -20x(a)) - aa) - 
HÜR(a)-z1(a)-z(a)-0- B- B), 其 次 , Hire A/B) n B, 
N4ftey €A/Biix= Py), Mlz(z)-zmxb(y)-y. XHrCBHI 
T(z) = BB， 所 以 y= 8B 为 4/B 的 0 元 ， 从 而 z=p(y) 为 4 的 0 元 ， 
HE ERNA = p(A/B)@B, 

TEIR B B — 4-35 X RA/ BH —A 3E Y (HAE YE). 
Id P 方 1-1 可 知 P(7) JE OC A/B) RES, JA PCY) UX jb A= 
eCA/B)B WEE. PU ABR. 证 毕 

定义 WA. va) 为 一 集合 链 

ASA SCA Geen, (vea), 


UAE EIB RC 4<e 都 有 AUJA. MERENI. 
á 


如 办 此 光 消 链 中 每 个 A, 部 是 可 换 群 ， 并 且 -4, 是 4,,1 的 子 群 ， 则 
PUREA SE aE 

定理 2 RIA Iva) 为 一 光滑 群 链 ， 其 中 A EAB, FF 
Hi fi+ 4,,,/A, Cv 20) 也 都 是 自由 群 。 A = UA., St) A JE El BH 
HE. JRHd4A/A.Cv 008A LER RE. 

证 明 C) RX, È 4, 的 一 个 基 撒 。 以 下 将 超 限 归纳 好 定 
义 一 个 沧 少 集合 链 { 开 ,YY<x}， 使 每 个 天 ,都 是 4, 的 基底 ， 

WXPPBRaBEEXITMaakmUX. vB). BEY a 4— 
情况 ， 

OD) Fe ARIF EE, $ Yas LX.. I X, HEA, HAE 
J&, 3FELIHCA, |v a AGIR BE REA JA, = = A,, 

(1:2) ZW EH AO +1, il BUE, ARHAR, 
从 而 由 引 理 1 知 可 以 把 下 ,扩张 成 4,; 的 一 个 基底 Xaa 

(2) Site X -UJX,, 则 由 4= LJA,8 Ay AUX IE AB SEES, 

所 以 4 是 自由 群 . 又 易 知 ， 对 每 个 v<e，{z+4, [C X X, 

是 4/4， Hj—^-3EJX, MAAA, 也 是 自由 群 ， 证 毕 

RM RA, CHIMER, WHom(A, C)ighARCHHe 
MISES ESSI RAE MIME HORE RE dE. VEA, Au, CH 
HY Ret, o; Ad; 23H 4,8) A. P3 ER] [d ARPT 以 

a’, Hom(A,, C)—Hom(A,, C) 

WANE AE MAY a ASA GT RY HE fu PEC Hom(A, €), 4 gg) = 
v7 € Hom(A,, C), 

定义 A Ag WET, 一 个 如 下 形状 的 可 换 群 正 合 列 

CE) GT. ae o 
其 中 FF, OK TF 为 目 由 群 着 ， 称 为 4 的 一 个 让 由 分 解 (free 
resoiution) «X BL ABI Ararat IPAE) eA, C 为 可 换 群 。 任 取 
Af AAAA O), BEIExtCA,. C) ias dt 

Hom(P,, C)/Iaó', (ms oye RS. o fk E— E) 


可 以 证 明 ， 这 个 定义 与 自由 分 解 (#) HBG ICH (pa 62, 
p.35). 

定理 3 对 于 可 换 冬 的 任 一 正 合 列 

0 一 4 一 > 4A:—>A,—0 

及 任 一 可 换 群 C， 存 在 一 正 合 列 , 

0—>Hom( A, C)— Hom(4,, C)——Hom(A,, C) 

—Ext(4,, C)--Ext(A,, C)->Ext(A,, C)—>0, 

证 明 略 去 (参看 [ 62, p.41). 

定理 4 一 个 可 换 群 4 为 玉 - 群 的 充分 必要 条 件 是 Ext( 4A,2) 
三 从， 

证 明 (1) 设 4 为 不 群 。 任 取 4 的 一 个 自由 分 解 ( 夺 )。 现 
在 证 明 

6’; Hom(F,, Z)--Hom(F,, Z) 

是 到 上 的 , 任 取 PP,E HomC(F,, Z), &B-(ZOF)/I, Hipl= 
{PG -60y))|lyEF}。 则 有 可 换 图 


oa E 
Q--P,—— F,——» A->0 
p, 8 la 


À x 
0 一 了 一 一 > B—»A--0 


HA, 0, TMU SAO A(n)-(n, 00H, 6(2)5(0, 2) + 
I, z((n, z) c D) e), EMA PAB Lp idi iE SI, 
HA PW AW A, FETE AMR, A- BE 
AP=1,, 
对 任何 5E€ B, St,(b)=b-pa(b), WA 
m(t,(b)) = (Db) - npz(b) = x(b) — x(b) = 0, 
PRL v,(Cb) € Ker*z), HAIT: BoKer(x) 是 同 态 映射 ， 
XH ERA BTA Z=A-*(Ker(xz)), WE Mt, BP 为 t= 
AU, M A tA=12 (A, 对 任何 WEZ， ta (n) =A A(R) =: 
B 


ATHAR) OmA(n)) = n—A^7!IpxA(n) n—4A7!0(0) = n,D, 

HTE $ 9,-10, Wl A aP) =p, (Ay Xj f£ fif y € F,, 
6'( PCy) = Pöly) = T00(y) — TAM, (Cy) =12%,(9) 7 9,(92.D, BT 
Lo’ fel ke, 从 而 Imé’=Hom(F,, Z), Ext(A, Z)-0, 

(2) RZ, WEExt(A, Z)=0. 我 们 证 明 ， 对 任何 如 下 的 
正 合 列 

(a) g= Z —— B ——. A +0 
Prp vy oe ti e 4 BY C TRI BY A JEW - BE. D. 

(2:1) RAR —-+ Ha Ce) HHH, 到 
B |i WIE Hole A710 = e( 易 知 这 样 的 及 9 存在 ,).， 

此 时 ， 易 见 存在 同 态 上 映射 P,， PF 能 构成 如 (1) 中 的 可 
quell 

由 Ext(4，2)= 0 可 知 6' 是 到 上 的 。 所 以 存在 Po。 Fezie 
ÖP = 9, 也 即 pod =P. 

MEWN, dp zCKer(8)0. We,():20, H xz EKer(8) 可 知 
£(z)-2z0(x)-0, WHE STERF HE y ER, 能 使 (4y)=zx， 从 而 
Plr) = 90(y) - 9,(4) =0 Gk — 5 9 JE IH T AP. (Cy) = 90(y) = 
6ktz)=0 以 及 人 的 1-1 性 ,) ， 

RELE, H p 能 导出 一 个 由 吾 到 了 的 同 态 映射 7 如 下 ， 对 
每 个 bE 8， 任 取 xEF, 使 0(z) =6 (由 6 为 到 上 知 x 存在)， 令 
t(b) = PRT A ERRATO) r HER.) 

MEETA -1;. MERE Z, NüzCF,io(x)-A(O), Bj 
H EEATAOO-9,(í), MA e(z)-mz0(:1)-zA(1)-20 (最 后 一 
符号 是 由 正 合 性 )， 再 由 正 合 性 知 存在 YE 了 ,能 使 6(y) = xz， 从 而 
q$,(2)7 9,0(9) E= 9,03), E 5h, APC) = 00(9) = 0(z) =A(n), 
I$HLABJI-1TEH, (yan, Z& EPOXR BI TA(QRQ) 9 n, 

(2:2) JüfEUuEB)nJE 4 AMEN, 

WaCA, {ER OCB (i x(b)=a( HES fE I b TETEO. > 


= 
i 


p(a)=b-Ar(b), 

先 证 明 ，P(a) 与 5 的 取 法 无 关 。 设 又 有 b € Biix(b,) =a, 
H tA=1, Ab- Arb), bi~ Aar(b)) €Ker(r), X 由 正 合 性 有 
m(At(b)) =O Rr At(b,))=0, Milt 

a(b- Av(b)) =2(6) =a=27(6,) = 2( 8, - At(5b,)), 
所 以 (b — At(5b)) - (b, — At(b,)) C Ker(x) =Im(A), 
从 而 存在 2EZ 能 使 Ma)= (b — At(b)) - (b — a1(5,)), Bit 
n —tÀ(n)-t(b- At(h)) —1(b, — At(b,)) 
-T(b)—-tT(b) +1(6,) - 1(5,)- 0, 

从 而 A(n)=0， 所 忆 5 — Av(5b) =b, — At(5,), 

易 证 P Je AB) Bp. 并 且 由 以 上 计算 可 知 对 每 
个 aE4 痢 有 zp(e) =a， 所 以 rp =14，7 是 分 型 的 ， 

下 由 正 合 列 (a) 的 任意 性 即 知 4 是 厂 - 群 。 证 毕 ， 

定理 5  W-HEBJ- TF REDIXW - RE. 

证 明 BAL -W-RE, A HAS FH, 则 有 正 合 列 

bdo aS eg 
Hpo, 是 包 入 (inclusion) 映射 由 定理 3 知 有 正 合 列 
Ext(d,, Z)-—Ext(A,, Z)--0, 

BHA SW - HER ER A A ExtCA,, 22-0, Mili BUE SHEA 
有 Ext(A,, Z)=0, PREM 4 A AW- 证 毕 

定理 6 58 ——W-ftAmmx8M. 

证 明 ”假若 不 然 ， 则 易 见 4 SATIEL 0 } 的 有 限 循 环 子 群 Ca》， 
再 由 定理 5 <a> WO WE 

另 一 方面 ， 考 虑 由 1->a 生成 的 由 Zz 到 ca》 上 的 同 态 映 射 x. 
由 Ca》 有限 可 知 # 的 核 同 构 于 多， 并 且 由 a》 寺 {0} 易 见 不 存 在 x 的 
AI P,m-—Z, BibXavRRW-N, SEITE. 证 毕 

定理 7 Wt By —W -FE BE BIST RER BU BSRAW - 8t, 
SRY. FF TEAR AT g: BaZ, EARS TEA HB. SZARA 
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Wr. | 

ug 考虑 正 台 列 

0->B,——>B,-> B, /B,>0, 

其 中 4 为 包 入 映射 。 由 定理 3 知 存 在 正 合 列 
Hom(B,, Z) -—Hom(B,, 2Z)—>Ext(B,/B,,Z)->Ext(B,Z). 
由 题 设 及 定理 4 D Ext(B,, Z)=0 m Ext(B,/B,, Z)2-0, AO 
IE HERA AIA 不 能 是 到 上 的 ， 

ML, friíEó €Hom(B,, ZAKE: ME] 0C Hom(B,, Z) 
MACEIO) = pA, HFA ABR, ESR RVPAC ARES KW 
p, uk 


$2 可 数 的 W- 群 


本 节 主 要 证 明 ， 每 个 可 数 的 下 - 群 都 是 自由 群 〈 见 定理 10)， 
这 个 事实 不 但 自身 有 意义 ， 并 有 旦 本 节 所 用 的 证 法 对 以 后 有 参考 
EH. 

定义 ” 设 4 为 一 无 投 (torsion-free) 可 换 H, BRAK F 
群 。 若 4/ 瑟 也 是 无 扭 的 , 则 称 已 为 4 的 纯 (pure) 子 群 ( 注 意 ， 当 
4 不 为 无 扭 时 ， 其 纯 子 群 的 通常 定义 与 此 说 法 不 同 。)， 

定理 8 设 4 为 一 可 数 的 无 捏 可 换 群 。 如 果 4 的 每 个 有 限 生 
成 的 子 样 郁 能 被 包括 在 4 的 一 个 有 限 生成 的 纯 子 群 中 ， 则 4 是 自 
Hif. "P 

证 明 把 4 的 元 素 列 出 为 

Oy, Gis Og, t, Oy, * (nO), 

现在 对 no 归纳 地 定义 一 个 递增 的 有 限 生 成 纯 子 群 链 {B,| 4 一 
oF: 令 B。= {0}。 设 Bs, 已 经 定义 ， 邻 0 为 由 Bs。 {as}) 生成 
的 子 群 ， 则 由 题 设 知 4 中 存在 包括 0 的 有 限 生成 纯 子 群 ， 任 取 其 
一 作为 B,,1 即 可 ， 


对 每 个 +*<%， 考 虑 B41/B。。 册 Bai 为 有 限 生成 可 知 B,,1/ 
B, 也 如 此 。 又 由 B， 为 4 的 纯 子 群 知 Bw/B， 是 无 扭 的 。 故 由 可 
换 群 基本 定理 可 知 B,11/B4, 是 自由 料 . ~ 

显 见 4 =LJB,。。 再 由 Bo 及 每 个 Bt1/B, 均 为 自由 群 及 定理 2 
即 知 4 是 自由 群 . 证 毕 

以 下 将 讨论 一 些 形 如 B x 2Z 的 群 或 集合 CO CH Z THe 
加 群 )， 此 时 以 x 记 由 C0 到 B8B 上 的 射影 ， 即 ， 对 任何 (5，n)EC= 
Bx£Z, &m(b, n)-b, 

EM 设 互 为 一 可 换 群 。 适 合 下 列 条 件 的 可 换 群 C 称 为 (至 . 
Z)-8B. 

CI) CC 的 元 素 集 为 Bx2. 

(I) 由 C 到 B 上 的 射影 为 同 态 映射 

(IL) HEEM n, mCZ, (0, n) *(0, m) -(0, nm) 
( 当 B 给 定 后 ，(8，2Z)- 群 可 有 多 种 ,) 

引 理 9 设 B8, 是 一 个 证 - 群 ， BB A EH B,/B, ANF: W - 
群 。 又 设 06 是 一 个 (B。，2Z)- 群 ， 并 有 旦 射影 x，0,->B,。 有 三 个 分 
裂 同 态 ?:，B,->C。。 则 存在 一 个 无 扭 的 (B,，Z)- 群 0,, EC 
JE, 但 是 Pp 不 能 扩张 为 射影 z， CB AIR A. 

证 明 C1) 先 考 虑 一 个 特殊 情 况 ， Bl, C,-B,DZ3tH 
P(b)=(b, 0) (对 一 切 b € By), 

QD 4C,-B.OGZ, H#MAARHG, BZ 使 它 不 能 扩 
3 23 H1 B. $8] Z (5) e] s DR DEC E 7 AD FETE). 

XY. CoC V(b, n) 5 (b, n d(5)), 

IUE FF TEA, B,C, Jian, CB HSARA, JF HA, | B, 
ve, Went, &9-z'0,, Bi 〈 此 处 严 为 到 第 二 分 量 的 射影 ， 即 
x'(b, n)-n), WHEMSCBR RA 

v(b)- 2'6,(b) = n'yD(b) = n'f(b, 0) = x'(b, 4066)) = Pb), 
XH, Pp 就 成 为 9 的 扩张 ， 与 9 的 取 法 不 合 。 所 以 ， 没 有 如 上 的 ' 
10 


ñ, 存在 。 

0:20 如 果 7 是 由 Co 到 Cl 内 的 包 入 揣 射 ， 则 上 面 的 1Bo=' 
YP 成 为 B41Bo=P。 从 而 ， 可 以 取 C= Ci 而 上 段 所 断言 的 P1 不 存在 
就 已 经 是 本 引 理 的 结论 。 但 事实 上 ?Y 并 不 是 包 入 映射 ， 所 以 需要 


, 再 对 C, 作 如 下 的 改变 ， 
定义 一 个 由 集合 C1 到 集合 B, x Z 的 映射 f 如 下 ， 
(5, n), 35€ Bg 

f(b T 
r , M i. n—d(b)), A b C B 


易 见 了 是 一 个 到 上 的 1-1 映射 。 现在 在 集合 B,xZ 上 定义 加 法 如 
下 ， 对 任何 w， v€B,xZ, > 

ut+o= f(f-(u)+ f), 
则 易 见 得 到 一 个 (5,，Z)- 群 0,, HAS, C, REA. 

A, HUY = fv. CC RARES. M aD Ht 
WiE CLC, Yir BERE Co Y) BAC, E 3p mg CE 
意 由 定理 6 AB AHM, jC Lay RIC, H.). 

(2) 现在 考虑 一 般 情 况 的 (五 ， L)-i C, Bea, C, B, 的 
HRAS. 

AOE Lt, BepZ->C, JTD, n)=P(b)+0, n), WH 
D t Ay Fal gh S. 

HSP =r, BQB.0Z2, Wl E, Wo, Ft m, BY, OZ B,if] 4} 
裂 同 态 。 并且， 对 一 切 &E B, ApC) =t-49(b) -1711(5,0) = 
(b, 0), 

WFR OZR, WS (10 得 一 个 无 扭 的 ( 瑟 , Z0- REC;, 
它 是 下 2 的 扩张 ,但 六 不 能 扩张 为 射影 r，CI-> 吾 的 分 异同 态 ， 

把 C 的 子 群 Bu 四 2 依照 z 改 换 为 Cu， 可 得 一 个 与 €; 同 构 的 无 
捏 群 C,， 易 见 它 仍 是 (83，2)- 枚 并 且 易 知 o 不 能 扩张 为 射影 r， 
CBS. 证 毕 

定理 10 ”每 个 可 数 的 丙 - 数 都 是 自由 群 


il 


证 明 (10 设 4 为 一 可 数 的 下 - 群 。 由 定理 6 知 4 是 无 捏 
的 。 以 下 证 明 ，4 的 每 一 个 有 限 生 成 的 子 任 才能 被 包括 在 4 的 一 
个 有 限 生 成 的 纯 子 群 中 ， 从 而 由 定理 8 BIA A JE aR. 

(2 ) 假若 不 然 ， 则 存在 4 的 有 限 生 成 的 子 售 8。， 它 不 被 包 
括 在 4 的 任何 有 限 生 成 的 纯 子 群 中 ， 

FB = {aC Al FEMA ns Ofindc B,), BH BSB, JH 
易 知 B 是 4 的 纯 子 群 (事实 上 ，B 蚌 无 扭 群 4 中 包括 B 的 最 小 
纯 子 群 ， 称 为 B, 在 4 中 的 MAA. OFERA.. BRU BA 
能 是 有 限 生 成 的 。 从 而 可 知 (注意 4 为 可 数 ) 存在 一 个 严格 递增 
的 有 限 生成 子 群 链 

B,CB,c..cBQc.e, (neo) 
ABE B - L JB... 

C3) 以 下 将 归纳 地 定义 一 个 严格 递增 的 加 群 链 
TCOIC COC, (RLO) 
ERREAREN. Z)-H, Minko € - JC, E 
个 无 扭 的 (8, Z)- 群 。 以 下 对 诸 C, 的 定义 还 能 使 射影 7，C 一 8B 不 

EARN, Mi BREW -H, em 5 PR, 

CAO 任意 取 定 至, 的 有 限 个 生成 元 ， 构 成 集合 SS。 先 证 明 ， 
对 任 一 无 扭 可 换 群 D 及 任 一 同 态 p，B->D，p 可 以 由 它 在 8 上 的 
(cae. FXE, XHERDDCB, HE nO abe B,, Mii 
YPC) OTE S EASES BH. Fira mp(8) = (nb) BDH 
无 扭 群 即 知 0(2) 也 被 完全 确定 。 

(5) HA PRS SIRS x ZARA g. S SxZ 只 有 可 
数 多 个 ， 从 而 其 中 能 适合 xg = 1s 的 也 只 有 可 数 多 个 〈 此 处 z 为 由 
XZ 到 58 上 的 射影 )。 把 这 样 的 9 ( 易 见 有 无 限 多 个 ) 列举 为 ， 

gos gi, (O73 Uns dis (n« 0). 
现在 归纳 地 定义 请 C。， 
4C,- BZ. 
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HBn Z)-4C,.U. 5E X. AWARE XC. 

CIO Xig.REd KY SEDET C uon BS ATARI SO B.C, 
PPE BH B BE SUR B.E B.C B, 三 已 易 知 了 /有 中 的 元 周期 
都 有 限 ， 从 而 由 定理 6 WB... VB， 不 是 歼 - 群 ， 所 以 此 时 可 以 对 
B, RB, a AAJ 9 GEB, B. ALAS Sir B, B), 
从 而 得 到 一 个 无 担 的 (Bl，2)- 群 Ci， 它 是 C, 的 扩 群 ， 但 0 不 
EPIKA EN, Can Ba HORNS. 

(I)》 者 g, 不 能 扩张 为 射影 [<，0,->B, 的 分 异同 态 。 则 任 取 
X 的 一 个 分 裂 同 态 P，B,->C， 并 仿 C) ELCO HFB EE 
限 生 成 的 无 扭 可 换 群 ， 故 易 知 是 自由 群 ， 从 而 易 见 6 存在, )， 

(6) 令 0 = LUC,。 现 在 证 明 r，C-> 了 不 是 分 裂 的 . 

Bas FF fit) 3) BA A801, Boe, Mjo | SEALS) ls, 
A mie,]S3&3:—g.. HFN, 6.19893 3E. Pil Ba 是 x， Cu 
B.Bg2r9 I] ds. MA ga AF C50 中 (I) 的 情况 ， 从 而 由 
CIO 中 Cs 的 取 法 知 站 | 五, 不 能 扩张 为 了 ，CuiB 的 分 型 
TAS. 但 由 P, 的 取 法 显 见 (p118， 的 扩张 ) 0,| Ba. 是 此 x 的 分 裂 
同 态 ， 故 得 了 矛盾， 

C7) 综 上 所 述 ， 可 知 ( 2) 中 的 “假若 不 然 ” 不 能 成 立 ， 
BE CIO 知 4 是 自由 群 . 证 毕 


83 预备 知识 (=) 


定义 设 4 为 一 可 换 群 。 如 果 4 的 每 一 可 数 子 群 都 是 自由 
的 ， 则 称 4 为 om- 自 由 的 。 设 可 换 群 4 为 mi- 自由 的 ，B 为 4 的 子 
群 。 如 果 4/8 是 o,-H Hh, "PR BOY AN e-HET HN. 

EX —P RH AYIA PILE At, 称 为 适合 Chase 
条 件 ， 
(C) 4 是 四 -自由 的 ， 并 县 4 的 每 个 可 数 子 群 都 被 包括 在 4 
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的 一 个 可 数 的 9,- 纯 子 群 中 ， 

引 理 11 设 可 换 群 4 的 基数 为 o,, 则 4 适合 Chase 条 件 (C ) 上 的 
充分 必要 条 件 是 ，4 是 一 个 严格 递增 的 光 消 可 数 自由 子 样 链 {A, | 
vO} BJ 并， 其 中 4,= (O/H ABTA. PE AM OAT, 

WA (10 RAIA (C) 。 把 4 的 元 素 排 为 一 个 长 为 
©, HY Hr 71; 

Gy, di, n, Hy 7 (v), 

现在 对 v<@, 超 限 归 纳 地 定义 4, 如 下 ， 

4 A,={0}, 

设 对 一 切 &<v 都 已 定义 了 可 数 自由 子 群 4,， 使 {4,|u<v} 是 
一 个 光滑 链 ， 并 且 对 每 个 后 继 序 数 上 <v，4 都 是 4 的 几 - 纯 子 
群 ， 以 下 分 二 情况 定义 4,， 

CIO 若 v 是 极限 序数 ， 令 4, =UA. 

(02) v RJSAE O1. FR — ib, C ANA, SBR 
HA,Ufa,., 5,) 生成 的 子 群 CL B PISO, H+ GS BR 
的 可 数 @- 纯 子 群 (由 CC) 知 存在 ) HEH A, BAT, 

4, 的 归纳 定义 至 此 完成 ， 显 见 4= LJA.. 


(20 反之 ， 设 4 是 一 个 光滑 的 可 数 自由 子 群 链 {4,|v 二 
91) 的 并 ,其 中 每 个 4.: 都 是 4 的 @,- 纯 子 群 。 现 在 证 明 A4 适 
*GO ), 

任 取 4 的 一 个 可 数 子 群 了 。 由 @ 的 EMER RIEXEV 1c 
ORE BELA... BA, 是 自由 群 ， 从 而 其 子 群 8 也 是 自由 群 . 
并 且 4,,: 又 是 4 的 oi- 纯 子 群 ， 所 以 4 适合 (C D. 证 毕 . 

定义 Wf démo 到 mw 内 的 函数 ， 当 适合 下 列 二 条 件 时 ， 
称 了 为 正规 (normal) 的 ， 

(I) 了 严格 递增 。， 即 ， 著 <v 一 oj， 则 ju) 一 Fwv)。 

CI) 了 是 连续 的 。 即 ， 对 每 一 极限 序数 4<o, 都 有 f(a) = 


14 


:sup{ f(v)|v<a}, 

定义 RSCo,, m 果 每 一 正规 函数 的 象 集 与 5 的 交集 都 不 
室 ， 则 称 & 为 @, 的 平稳 (stationary) FE, 

定理 12 设 可 换 赂 4 的 基数 为 o， 并 且 4 是 一 个 光滑 的 可 数 
Amst HRA. vo, 的 并， 其 中 4,=1{ 0} 并 且 每 个 A 都 
是 4 的 wo- 纯 子 群 。 令 

E -(A«9,| 4 不 是 4 的 中- 纯 子 群 }， 

则 4 为 上 月 由 群 的 兄 分 必要 条 件 是 ， 国 不 是 @ 的 平稳 子 集 ， 

WA (1) REED o 的 平稳 子 集 ， 刘 存在 一 个 正规 函 
Af. 0,0, PABBA A BHA, 

. WHtV<o@,, CP PLE PM 
易 知 了 为 一 无 界 连 续 函 数 ， 从 而 可 知 4 = 4,， JF B. (4.1 


v<o IE WI (A= LI. 由 了 的 无 界 性 易 见 。{ 了 .|v<oi]) 的 


光滑 性 是 由 于 7 的 连续 性 , 因 ， 对 每 个 极限 序数 ts 由 f(4)= 
sup{ f vov an fs 4,9 Aggy = Are = 4,. 

HT FARETE, tae A w< 
o) $A oO-4FR. 再 由 后 者 的 定义 易 知 每 个 4.01/40 
<o) WME H HB. 

由 以 上 所 述 及 定理 2 (注意 由 题 没 知 = Ara 是 自由 群 ) 
i) Al A ie A H, 

(20 RIZ, RAWAM. RAW—-PREX, 

(2:1) Fc BRIA HR eM — AE B E A OE (X. Ivo) 
(其 中 每 XOX) 及 一 个 正规 MA f. 0,0, He, EA X, 是 
Aro HH. 

4 X,=¢, f(0)=0, 
设 对 某 个 v 一 ol， 已 经 对 一 切 4A<v ENTRAR XL 
了 (4)。 再 对 Yv 分 二 情况 ， 
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CL) Sv HRM. SX, UX, fe) = supt f | . 
uv). 此 时 ， HAr = [Arms BRIX, A Ajo ,的 基底 . 

(1) Ziv-Hl. 任 取 XX 的 一 个 真 包括 入 ,的 可 数 子 集 Y，， 
JE4 0,0, 为 一 个 能 使 了 ,三 4。, 的 序数 (AOE). BRAN 
—A^- B SCEARY HA, SYD COFERMA Y 生成 的 子 群 )， 再 
Roso <a tE Y,CA,,, WERS. WX 的 一 个 可 数 子 集 链 

X CY, GY me£uYIEeee , (co, fj^-Y,cX) 
及 一 个 序数 链 

fün-—e,xo m-ex-g,-mee, (nc0, An CO) 
RE ERT no BAY ASA, cO. 

现在 令 X, = = (JF a, f(v) =sup{o,|n<o} (由 请 0, <0, R 
o, ERE EC) <o,.) REAL EA RER. 

(2.2) WU, FRR @, 的 平稳 子 集 ， 

WHE v<o,, HW (2.1) 可 知 4/4y.,, 同 构 于 由 六 于, 生成 
WBR, MUA oÆ ARo- AMAO EE, 

但 由 (2.10 AU f, O70, Æ AERAN. ME E A 


$4 在 V=L 下 Whitehead 问 题 的 肯定 答案 


对 于 已 知 与 ZFC 相对 和 和谐 的 集合 论 公 理 了 = 工 ， 我 们 不 在 此 
THA. 本 节 要 用 到 的 是 它 的 下 列 推论 ， 

定理 15 在 = 工 之 下 ， 设 {0C,IyY<@} 是 一 个 光滑 的 严格 递 
增 集合 链 ， cd JEWEL E do. 的 一 个 平稳 子 集 。 则 存在 集 
AS, |ve LEA FALE, 

(I) WHtvE#H, S,CC,, 

(I) SHE KSC, {(EEIXNC.=8.) Bo, 的 平稳 
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FR, 
定理 13 的 证 明 略 去 (参看 [7]) ,我 们 也 可 以 把 它 自身 (去 掉 “ 在 
F= 了 之 下 ”的 字样 后 ) 看 作 一 条 与 ZFC 相 对 和 谐 的 集合 论 公理 ， 
推论 14 在 了 = 工 之 下 ， 设 { 卫 ,|5<o} 是 一 个 光滑 的 严格 递 
METE, B= U B, JHEEJo. 8 —A YA TIS EE 
DER. BHTRYCHRHOR(g B. -B.xY|ve BE) AA E PL HE, 
XHg — Ah: BB x YZE GAB.) B, x YOj — Uv € E) 
者 ， 都 存在 一 4 EB 能 使 (4|B,) =g,。((h|B,) 3ER MEB, Lit 
局 限 ,)， 
证 明 令 C,=B,x(B,xY)(v<e,), C- BX(BxY), Wi 
易 见 {0,|v<o,) 为 光滑 的 严格 递增 集合 链 且 C= L) C,。 故 知 存 


ERARIS, WCE} 具有 定理 13 中 所 说 的 性 质 QERS.SB, x 
(B,x Y)) ,现在 定义 函数 族 {g,|vE 思 } 如 下 ， 
I x 了 的 函数 ， 则 令 g,= 5,， 
否则 令 g, 为 由 B, 到 B, x 了 的 任 一 函数 . 
任 取 一 函数 入:B 一 Bx 了 之 适合 h(B8,) 刁 B,x 了 (对 一 切 vE 有 B) 
者 。 可 视 4 为 Bx (Bx 了 ) 的 子 集 。 由 定理 18 中 {5,|vE 玉 } 的 性 质 
( 开 ) 知 存在 一 LE (事实 上 是 存在 一 个 平稳 集 这 样 的 & BAAN 
C,785,, XHBHERIACB.)CB,xYN(G|BOSC,, AMAR 
(h|1B,)= 有 NCO,=S,， 再 由 9g 定义 即 知 (g|B,)=g,，。 EE 
定理 15 ”在 了 = 二 之 下 ， 设 {B3,jv<o,} 是 一 个 光滑 的 严格 递 
SAA gru gb, IFA ={v<o,|B,,,/B. ARE 自由 的 } 是 
9. 的 平稳 子 集 , 令 已 = L] Bo BREW HE, 


证 明 (1) 类似 定理 10 的 证 明 ， 以 下 将 根据 稳 链 (B. Iv 
1} 超 限 归纳 地 定义 一 个 光滑 的 严格 递增 的 余 b (C, Ivo), (i 
其 中 每 个 C, 都 是 ,2)- 群 ， 而 使 其 并 C = UC, 是 一 个 (B,2) 
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-RARERBa:Co-BAAB, Mati BERSLBARJEW - HE. 
(2) fi, BHREUN, FEKA X (g.:B,--B.xZI 
VE } 能 使 ， 对 每 一 函数 h1B->B x 有 之 适合 Nh=1s 者 (注意 由 
此 易 知 对 每 一 VE 都 有 h(B,) 生 B, x 和 2)， 都 存在 一 个 LE 四 能 使 
A\Bu= g.. 
C3) 现在 定义 诸 0,， 
4 C.H E— (B,,Z)-fff. 
设 对 一 切 h<Y 已 经 定义 了 符合 条 件 的 诸 C，。 
者 为 极限 序数 ， $C.- L)O.. 
车 Y 为 后 继 序 数 h+1， 再 分 二 情况 ， 
G- ee FI¢ A g.:B,.>B, x Z fe m1C,— B, BS 4 Wh 
x. TEM YC EXB,,,/B,R AE AN, 故 由 定理 10 知 其 不 为 丈 - 
群 。 所 以 此 时 可 以 对 B, 及 B,,| 应 用 引 理 9, 从 而 得 到 一 个 (B, ,1,2)- 
C"， 它 是 C ,的 扩 群 ， 但 9g ,不 能 扩张 为 r:0' 一 B,,i mms. 
that, 4C,,,=C', 
(3:2) Xin € Eg. B, B, x Zo j&m:C,— B, Hy 4} BY fal 
态 , 此 时 ,可 任 取 一 个 (B41,2)- 群 0' 之 适合 Cs, 所 0' 者 作为 C0.,,,， 
这 种 C 忆 的 存在 性 可 如 下 说 明 ， 
fE ila CBW ABA PO (由 B, 为 自由 群 知 p 存 在 )? 
JF sg Mts BLZ C, g1(b,n) =0(b) + (0,n)。 则 易 见 7 为 一 同 构 
映射 ， 
JEB. OZ THB. DZK ARR 30, , 可 得 一 个 与 B,, D 
ZARCO. CECRI HE. TUE SUE BC CB, Z0- ff. 
Ci) HO. (B,,2) - EJ C' 作法 可 知 C 的 元 素 集 为 
B., xZ. 
Cii) 由 Pp 为 x:C,->B, 的 分 裂 同 态 及 tf 的 定义 AM, XE 
SEB REMNEZ, tb n) H, nn 形状 ( 即 其 第 一 分 量 不 变 ). 
再 由 C "作法 即 易 知 射 影 x:0'->B,, | 是 一 同 态 映射， 
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(iii) 对 任何 #E 多 ， 由 ?的 定义 易 知 7(0,n)=(0,n)。 从 而 
"A, x*pHEfI2S,mecZ.B,O ]ZHnh^mx0,2)-(0,m)z(0,no-m) 
EC. UM, BAEC 中 也 成 立 。 

(4) 令 C = LjC,， 则 C 是 一 (8,2)- 群 ,现在 证 明 x:C 一 


B 不 是 分 裂 的 ， 

BETET: OBARA: B>, WHT, = 1p Kk (2) 
知 存在 一 个 LE 如 能 使 P| B, = g,。 由 此 易 知 g,:B,->B,xZ 是 xt 
C ,一 B, 的 分 裂 同 态 。 所 以 此 时 的 O641 是 依 《3) 中 (3.1) 的 方式 
定义 的 。 故 应 9, 不 能 扩张 为 x: C11 一 B,;1 的 分 裂 同 态 . 但 p1|B,，,， 
显然 是 g， 的 扩张 并 易 见 它 是 x:06i 习 B41 的 分 裂 同 态 。 故 得 
"UE. 

RU, m:C--BTRJÉAMERBS. WiiBREW- H. 证 毕 

定理 16 ”在 亚 = 工 之 下 ， 每 个 基数 为 @, 的 厂 - 群 都 是 自由 群 . 

证 明 ” 设 4 是 一 个 基数 为 @; 的 厂 - 群 . 

(1) 先 证 4 适合 Chase 条 件 。 

由 定理 5 及 定理 10 易 知 4 是 o,- 自 由 的 。 现 在 证 明 ，4 的 每 个 
可 数 子 群 都 被 包括 在 4 的 一 个 可 数 的 @,- 纯 子 群 中 ， 

假若 不 然 ， 则 存在 4 的 可 数 子 群 Bu， 它 不 被 包括 在 4 的 任何 
可 数 的 @,- 纯 子 群 中 。 从 而 ， 对 4 的 任何 可 数 子 群 CIB, CHE 
0,- 纯 的 ， 也 即 4/C 不 是 @,- 自 由 的 ， 故 易 见 存在 4 的 可 数 子 群 
CC 三 C 能 使 C/C 不 是 自由 的 。 

我 们 先 取 C = B。， 如 上 找到 一 个 0'"， 记 为 B,， 则 B, 可 数 并 且 
B/B, RERE; BIUC-B, GQERMACDB,), X lg E363] 
| 一 个 C'， 记 为 8B。 则 B, 可 数 并 且 B。/B, 不 是 自由 的 ， 如 此 继续 超 
限 归纳 地 进行 ， 到 足 码 为 极限 序数 4。<e, 时 ， 令 B。= |) B. (注意 

由 aco BATEO ,这 样 可 得 到 4 的 一 个 严格 递增 的 光滑 
子 群 链 {B3.1v<olj， 其 中 每 个 已 ,都 可 数 ， 并 且 每 个 互 ,1/B, 都 
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As Jd: P| HAF. 
现在 令 B = UB., WHER NBAW-H, 3x 与 定理 5 


(2) 由 《1) 及 引 理 11，4 是 一 个 严格 递增 的 光滑 可 数 自 
He EECA, |v <0, ROSE, OHA, = {0 } 并 且 每 个 4,， 都 是 4 的 oi- 
ATE. S 

E = {<0 | A PEA -AR 
E'= {A<o@,|A,,,/A, AEB BI) 

REHE =F, 

(2:1) AEE’, WA / A4 HA, 从 而 由 A 07 & 
BRAA ARO,- AAW, WATEA -WFR BUACE, 

(2.2) RZ, ACE, WA, /A, 是 自由 的 。 

对 任何 4 过 Y< 过 @,， 现 在 考虑 4,/4;。 由 于 

(A,./4,)0/CA AD A, Aai 
义 是 自由 的 《由 44141 是 4 的 @,- 纯 子 和 群 易 见 ) ， 所 以 由 引 理 1 npn 
4./44: 也 是 自由 的 ， 

易 见 ，4/ 4 的 每 一 可 数 子 群 C 都 能 被 包括 在 某 一 4,/41(4 一 
v«e) 中 ， 从 而 C 也 是 自由 的 。 所 以 ，A/ 4 是 @,- 自 由 的 ， 即 
A,ik&ABjJo,-HioT HR. MmACE, 

C3) BLADUW - HERE HRISAULE'S Eo BE da T SR. dcs 
(2) AU, FPE. ERIN, 4 是 自由 群 ， 


$5 在 MA(o) 下 Whitehead 问 题 的 否定 答案 ， 


引 理 17 在 MA(@,) 之 下 ， 设 4,B 为 两 个 集合 ， 其 中 A 的 基 
数 为 0,， 又 设 P 为 一 族 由 4 到 8 内 的 部 分 函数 《 即 ， 每 ES 数 的 
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ct Yeap! ARIA EAD ， 并 且 适 会 下 列 性 质 ， 

Ci) AH aC 4 及 每 一 1 EP， 存 作 9 C PH Sg 2FHaC 
dom(g),(dom(g) 为 g 的 定义 域 ). 

(ii) 六 PP 的 每 个 不 可 数 子 集 P'， 存 在 Fou fic P'Rf.EPI 
fi*FOERfIS Fs fie. 

Wu #8 42 Rig: A> BRE, XEADUJAE UB PRP, FF HEP EP 
{iF Sdom(fo3tHg 有 = f|F, 

证 明 把 (P.—0 BE — f HP RP. WI Cu) 说 明 
《 卫 , 过 ?省 合 可 数 反 链条 件 .c.o. 

XHjacA,; 4 D,-(fcPjacdom(f)) , Nj ij Ci A 
D,RPijviiPd 3. D-H ASA] 29). 

Br, WMA) WA, EP PINRO, CH ti PO 
交集 非 空 。 由 滤 子 性 质 知人 中 任 二 元 部 相 容 ， 所 以 G 中 诸 元 素 的 
HELP, Wg. WikteCA, GN D.+d H Mae 
dom(g), Jiftidom(g) =A, 

任 取 4 的 有 限 子 集 忆 = {a,,---,0,}, XJ 4 a; min), ff 
MAEN Da BAGH TRAE ES CGE fie, 
f,Sf. imf; € D, (ain) WFcdom(f), Reig 的 定义 知 
fSg, MiglF-fl|F, 证 毕 

定理 18 在 到 4(o) 之 下 ， 若 可 换 群 4 的 基数 为 四 并 且 4 适 合 
Chasse 条 件 ， 则 4 为 一 殉 - 样 。 

证 明 设 x:B8->4 是 由 一 个 可 换 群 8 到 4 上 的 以 Z 为 核 的 同 态 
Bea, DIT uEHInJE4 TER. $ 

" d ý P: S>BHMARN Has axo = MISSUS 
通过 4 89 —- DLE BR ^E pong e FF : 
BELT 1638 E51 1819,20,21 EB] Pus 5 7 rb d E PE (i) X 
Gi), JAM PRS] LT AYP TE — Ba kg: A> B, EXE ATH Gm 
子 集 上 都 与 忆 中 的 一 个 9 一 致 。 由 此 易 见 9 o1] SER. JF Bd 
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合 T0 =14。 所 以 x 是 分 裂 的 .再 由 B 及 x 的 任意 性 即 知 4 EW- 

PREE Ci) JE PWS FTA. 

51219 #PCPAHFHAMBRTR, WHER’ CPHEPS 
9'J HF Cdom(¢’), 

证 明 — S =dom(%), JFOHSUFAMRA CARD TRA 
S,, WHPEPRAS RARER Cm J& Bey). 

4 SYS EAE] fl. WS; dE RE R A: 由 4 
适合 Chase 条 件 知 4 是 @- 自 由 的 ， 从 而 是 无 扭 的 。 再 由 心 , 可 数 及 
纯 闭 包 的 构成 为 S,= {aC Al FERN n Ena ES} 易 知 号 可 
数 ， 从 而 &, 是 自由 的 。 再 由 &, 为 有 限 生 成 可 知 S 有 限 生 成 . )， 

考虑 Si/S， 它 是 有 限 生成 且 无 扭 的 (后 者 是 因 S 是 4 的 纯 子 
群 ) ， 所 以 &VS 是 自由 的 。 故 由 引 理 1 可 知 在 S; vn fg dk EAS 
立 UT 的 基 厅 ， 其 中 下 是 8 的 一 个 基底 ， 

现在 定义 一 个 同 态 映 射 4 :51>8， 它 由 在 基底 站 UY 上 的 如 
下 定义 所 决定 ， 

P(x), Mz C Xm. 
9'(z)- [on He Yi, 其 中 0 是 如 中 任 一 个 
X err.) = x 的 元 ， 

易 见 9 适合 P = 1s' ， 从 而 P'EP。 HETE 然 适合 引 理 中 
marie. 证 毕 

P 的 性 质 ( 坟 ) 分 以 下 两 个 引 理 证 明 . 

引 理 20 车 P 的 子 集 P' 适 合 |P'| =o, REINA, 

Ck) ”存在 4 的 纯 子 群 4， 它 是 自由 的 ， 并 且 它 包括 P' 中 每 一 
元 素 P 的 定义 域 ， 
Wfritgfific P'Rf.c Pees =f IAS SS. fif. 

证 明 C10 取 A' 的 一 个 基底 下 

我 们 先 证 明 ， 由 P' 可 以 得 到 P 的 一 个 不 可 数 子 集 Pi, CHES 
下 列 庄 条 件 ， 
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(a) |P] 56. 

(b) 44 包括 已 中 每 一 元 素 的 定义 域 。 

(c) P; 中 每 一 元 素 的 定义 域 都 能 由 革 的 一 个 有 限 子 集 
ER. 

(d) 3] j—9 c P', FEP c Pho a —9,. 

Ciel) ERCP’, RHEES. HPE E LASER 
RER, XE (+) ISSA’, AMAM, FEX 的 一 个 最 小 
可 能 的 有 限 子 集 互 ;,， 它 所 生成 的 子 群 8 适 台 8ESISE4 (FX 
已 取 定 ， 所 以 总 ,下 如 唯一 确定 。) 。 

由 为 自由 群 4' 的 基底 易 知 8, 是 4 的 纯 子 格 , 再 由 4' 是 4 的 纯 
FHM MS ARASH (由 (4/51) AS pS AA RA. 

看 S/S， 它 是 有 限 生 成 的 ， 并 且 是 无 扭 的 (因由 P 的 定义 知 
SHANSITH) . BIELS,/SIEEIHHE. X ES C A' NUS th BA 
由 群 ， 从 而 由 引 理 1 知 在 态 , 中 存在 形状 为 YU 2Z 的 基底 ， 其 中 了 是 
SBg—^r-3EJIK. 

现在 定义 一 个 同 态 映射 8: S B, EAER Y UZER 
下 定义 所 确定 ， 

9(y), Hy EYR 
py) = CEE E 
rx) = y HJG. 
显然 PF 三 V1; JEH A LIO HAI =15,, MMP EP, 

(1:2) 对 每 个 PE P'"， 可 如 上 得 到 一 个 P, EP。 VBS, W 
数 ， 从 而 易 知 5 只 能 包括 可 数 多 个 有 限 生成 的 子 群 。 由 此 易 知 ， 
由 不 可 数 集 P' 所 得 的 下 列 集 合 

P, = {PEP| 存 在 PEP' 使 Pp, 由 9 依 (1-1) 得 出 } 
是 不 可 数 集 。 再 由 |P'|=@ 可 知 有 |Pi|=@%y， 即 (a) 成 立 , 5 
Ah, FH Ciel) XA O) ，(c) , (D 成 立 。 
C2) 以 下 我 们 将 证 明 引 理 的 结论 村 Pi 成 立 。 由 此 及 P' 定 义 
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及 d» 即 易 知 引 理 的 结论 对 P' 也 成 立 ， 

由 于 当 把 P 划 分 为 可 数 个 子 集 时 至 少 有 一 个 是 不 可 数 的 ， 所 
以 不 妨 设 存在 一 个 正 向 数 m， 使 P; 中 每 个 F 的 定义 域 S8 都 恰好 由 六 
中 的 nw 个 元 内 生成 ( 因 : 必 要 时 可 以 用 的 一 个 不 可 数 子 集 P ;代替 
P, 来 进行 讨论 ,如 果 引 理 的 结论 对 Pi 成 立 。 Wb 5E AXI PURIS v... 

记忆 = (9,|v«o,), JESY,. CE X Ro, Ay ee VY RU. 

由 于 每 个 了 ,的 元 数 为 m， 故 易 见 存在 站 的 一 个 适 全 性质“ 全 
让 包 括 在 不 可 数 多 个 了 ,中 ”的 极 大 于 集 T (了 T 了 可 以 为 空 集 )， 

由 于 的 被 为 可 数 ， 故 知 P 中 译名 含有 可 数 多 FECT WE 
SMP CON. UT = {tt Gm, Pp" EP 都 以 <T》 为 
we MIX, Wary = lers = x9 有 TPH - 9'006)) =t, -£=0, 从 
ije(t,)- 9'(£) € Kera), MUP- PADR mp IRI 
FEA. AH, APUD- PDA <i<m BARA 可 数 多 个 可 
能 的 值 .). 

WA: P i y TSY. HTS. ite Ho ED Et 
相同 A, 按照 局 中 的 至 多 可 数 个 以 < 了 ?为 定义 域 的 Pp， 可 以 把 
包括 了 的 不 可 数 多 个 了 ,分 为 至 多 可 数 个 类 ， 佑 对 于 同一 类 中 的 任 
ZY apap KARP. SPa ET ER. dE xx PES RIA 
TX, Ef —3S 8 dT^RHACEAY. RINE R Z 虑 这 样 
RY BAY, RPE guETCY, GDESSHE 足 码 即 可 )， 

XP 8E —y CYNT, 只 有 可 数 多 个 ?能 使 y CY, C TIER UE 
可 知 ) , 故 易 见 必 存在 一 v 所 0 能 使 了 Fo 站 了 , =T, LHAT oE 9 在 
《T 了 > 上 的 值 相 同 , 故 可 知 V6 与 8, 在 CY,UY,》 上 有 一 共同 的 扩张 少 ， 
CY,UYO>B, HEM UF, EAS, 

显 见 LY,UY,> 是 4 的 纯 子 群 ， 再 由 4' 是 4 的 纯 子 群 可 知 
(Y,UY AM THE. MAPEP, 

以 上 说 明 ，P 中 存在 三 不同 元 各 与 9p,(v 寺 0)， 它 们 在 P 中 有 
共同 的 扩张 风 。 所 以 、 引 理 的 姑 论 对 已 成立， 从 而 也 对 已 成 立 
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证 毕 

引 理 21 MPRA Erf P, Ea T HF A. E 
是 自由 群 ， 并 且 存 在 P' 的 不 可 数 子 集 P" 能 使 4' 包括 P" 中 每 一 元 
ARR sg SCIL. 

证 明 (1) BR, PRP WRRA,, BP = {9,| 
v<o,}, Hpy,:S,>B, 

仿照 上 引 理 的 证 法 可 知 ， 不 妨 设 ， 存 在 一 正 整 数 m 使 每 个 5， 
A mud (o) (注意 由 4 为 @,- 自 由 的 及 5, 为 有 限 生 
REAS, dE FIBRE. ON, TETE AB — "pF PET- ET , E 被 包括 
在 不 可 数 多 个 8. 中 ， 并 且 了 对 于 此 性 质 是 极 大 的 (了 可 以 是 {10])。 
AAT X np GU EDBDRERPUSON—RRDECTÓRO 了 就 被 包括 在 每 个 
S.B, IKTRJ— TERA, X nS SIC TATEAR 2g X UY ,的 
基底 ， 

(2) 以 下 将 超 限 归纳 地 定义 4 的 一 个 光滑 的 可 数 子 群 链 
4 二 oj， 使 对 每 一 v<@oi，4, 是 4 的 纯 子 群 ， 并 且 4,,, 7/4, 是 
Hilf. BESA L) As WIRATA A Ie A d t A 


St, Hig A, HAM SEF BIE A tL AMS A, 

(3) 请 4, 的 定义 如 下 ， 

&A,=T, 

设 已 经 定义 了 适合 条 件 的 {4,14<ZVY} 及 一 个 严格 xb RR ECC 
Fon eN AEE A Yo, SAn 

(3:1) 车 Y 为 一 极限 序数 ， 令 4. = | A,, 

(3.2) 车 v 为 一 后 继 序 数 6+1， 取 C, 为 4 中 一 个 包括 4, 的 可 
数 的 @1- HEH 《由 4 适合 Chase 条 件 知 0, 存 在 )， 由 于 0C, 可 数 , 可 
知 存在 一 个 序数 0,<<w| 适 合 ， 

0,70,,,04 8$ —n v) FEF > C,= (0), 

这 是 因为 ， 假 车 不 然 ， 则 内 C0; 可 数 易 知 ， 存 在 一 个 cE OLR RT 
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数 多 个 ft 二 wm 能 使 cECY,》， xm, TOT Uto) bi t 
划 易 见 对 上 述 的 不 可 数 多 个 Tr 二 @,，T ,被 包括 在 由 入 UY, 生成 的 
5. 中 注意 每 一 个 5, 都 是 4 的 纯 子 群 )， 这 与 了 的 极 大 性 巴 厦 . 

现在 令 4, 为 (4,UY。) 的 纯 闭 包 ， 易 知 4, 是 4 的 可 数 纯 子 
群 。 现 在 再 证 明 4,/4, 是 自由 群 ， 

先 证 明 4, 站 CGC,= 4,。 显 热 4, 三 4, 门 0,。 反 之 , 任 取 a € A, n 
C,, 则 由 纯 闭 包 的 构成 可 知 存在 整数 as 0 能 使 aaE CA UY. >= 
A, + (Yo >s MAF fea, CA, Ra, € CY, fe {fina =a,+a,, 从 而 
有 as=na- a,€XY,.» (10,7 (0), Brblna-a,€ A,,. X. 由 归纳 
假设 知 4 是 4 的 纯 子 群 ， 所 以 4/ 4 无 扭 ， 由 此 及 nac A, 即 易 知 
aGA,, BrELA, 1 C, A,, 

由 以 上 可 知 

A, A= A,/CA, 1 C,) CA, - C,)/0,— AJC,, 
再 由 Cs 为 4 的 @ot- 纯 子 群 即 知 4,/ 4 是 自由 群 。 
《4) 现在 令 
P" = {Pa IM 0), 
即 易 见 媚 "适合 引 理 的 结论 ， 证 毕 

引 理 21 与 引 理 20 合 起 来 说 明了 P 的 性 质 Gi) 。 定 理 18 的 证 
明 至 此 完成 ， 

定理 22 存在 基数 为 @, 的 可 换 群 4， 它 适合 Chase 条 件 但 不 
RAH. 

证 明 C1) 以 下 将 超 限 归 纳 地 定义 一 个 严格 递增 的 可 数 可 
B BEINGS BECA, | v —0,) Bl £r TF XE WEAR 

Ci) 4。=1{0} 并 且 对 每 个 v<w,，4, 是 自由 的 ， 

Cii) 对 任何 4 之 v<@,，4,/4,,i 是 自由 的 ， 

(iii》 对 每 个 极限 序数 14<@， Ai 4 不 是 自由 的 ， 

对 于 这 样 的 链 ， 令 4 = 4,， 则 4 适合 定理 的 结论 。 这 是 
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因为 ， 首先， 显 见 有 141=@。， 其 次 ， 册 4 的 定义 及 @oi 的 正则 性 
E OU 易 知 4 是 @,- 自 由 的 ， 又 易 知 ， 对 任何 4&<ol，4/4 的 
fg —nD ECT PERE fo 18 dk ESA, A Gv) 中 ， 从 而 由 
Cii) "[ALA/A,..Jko,- Ep Ms 所 以 4,,1 是 4 的 @,- 纯 子 群 ， 再 
由 引 理 11 即 知 4 适 合 Chase 条 件 。 第 三 ， 由 以 上 及 Cii) 可 知 ， 
E = {4|4, 不 是 4 的 @,- 纯 子 群 } 
= {414 为 小 于 @, 的 极限 序数 }。 

易 见 五 是 @ 的 平稳 子 集 ， 故 由 定理 12 知 4 不 是 自由 群 

(2) 现在 定义 诸 4,. 

4 A, = (0), 

HITRO, DEGEXODpPXROARÓT 的 诸 4.(vY<6)。 现 在 
分 三 种 情况 定义 4,， 

(2*1) 阁 6=V+1 且 VY 不 是 极限 序 数 ， 令 4,= A,GZ, Et 
A Ci). Gi) , GiD xr. 

€2°2) 者 6 为 一 极限 序数 和， 令 A= UA. 此 时 ， 取 一 个 
严格 递增 的 后 继 序 数列 {go |n<<@} 使 其 以 4 为 HMR Cha<o, 3A 
这 样 的 序数 列 存在 ) , 则 易 见 有 4， =U An 由 归纳 假设 的 (ij) 
AVRE AS Ac, ,1/4。, 都 是 自由 的 ， 故 由 定理 2 知 4, 是 自由 的 ( 即 ( i ) 
成 立 )， 并 有 每 个 41/4。 也 是 自由 的 (<o), XL E <a, TE 
fen<offu<o,, Mit A. An, BEG AA. 由 于 它 的 
子 群 4。,/4,41 是 自由 的 (由 归纳 假设 ), 而 商 群 CAL/ALL/ 
CAL /dti) 衬 41/4,, 由 上 知 也 是 自由 的 , 故 由 引 理 1 知 41/4,,1 也 
是 目 由 的 ， 即 GD 成立。 此 时 GH) 不 足 道 地 成 立 ， 

(2:3) 者 6=4+1 且 4 为 一 极限 序数 。 此 时 ， 仍 取 一 个 严格 
递增 的 后 继 序 数列 {o, |#<<@} 使 其 极限 为 4， 且 不 妨 设 0o,=0， 由 
定理 2 的 证 法 可 知 ， 存 在 一 个 光滑 的 集合 链 (X Ino) felici Ae 
芯 , 是 4。, 的 基底 (并 且 由 归纳 假设 的 诸 4。 严格 递 增 知 诸 XE 
格 递 增 )。 对 每 个 4 宇 1， 任 意 取 定 一 个 z,E XNXL2a HOY, = 
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XN Xa iE Pa 
4 BH LJ. ,生成 的 (4 的 ) THE, WAPA Jo OAR 
Hz... HEE LAs BOP At A X Gals m«o)r 
ERTH HIP sw 为 已 中 由 形式 和 
sm= dy (nl /ml)t, 


mam 


在 自然 意义 下 所 代表 的 元 条 。 

易于 验证 LJ 了 ,。U{zn| 1m o) JE A, 的 一 个 基底 GER 
有 zw = a (n+ Den (ENLO), ), PEL Gi) Raw. Mig bo, 
由 计算 不 难 看 出 Aa A, ATA +: HP UY, U {znl k 1m 


<o) Em fa. 从 而 4,,1/4。, 是 自由 的 , TU (2-2) 可 
Ac GD Wai. MEE Gi) ， 注意 对 每 一 个 m 宇 1 BAM! z, ~ 
z,€A,, WUA A PTC] 能 被 每 个 正 整 数 身 整除。 但 
Cz, dE O70 GARA 2,€4,), BHA / ALB SE A GE, E 
(iii) my. id FE 

由 和 定理 18 及 定理 "2 即 可 得 ， 

定理 25 在 着 4(61) 之 下 ， 在 竺 元 数 为 @1 NW-BEA, SUE 
Ei i ft. 
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Bi Crawley ta) ay thor Pe 


Crawley pEi EJP , Crawley 3 H4 fp — "f XT n] RAHA, 
最 初 见 于 R.Warfield 的 文献 [1]， 除 这 二 Ah, P.Hill, C, Me- 
gibben ER , Nunke 等 都 曾 在 六 十 及 七 十 年 代 研 究 过 相 关 的 问题 ， 
后 来 ，Megibben 在 1983 午 的 文献 [2] 中 证 明了 Crawley 问 题 相对 
于 ZFC 的 独立 性 ，A,H,Meckler 利 S,Shelah 并 在 [107,5117 中 作 进 
一 步 研究 ， 

为 了 介绍 这 一 问题 及 上 述 结果 ， 我 们 先 作 一 些 准备 ， 


$1 预备 知识 (一 ) 


定义 EGATI, P 为 一 素数 。 如 果 G 中 每 个 元 素 的 
周期 前 是 ?的 方 插 ， 则 称 @ 为 一 可 换 P- 群 . 

本 章 只 讨论 可 换 p- 样 (以 下 有 时 简称 为 p- 8), 采用 加 法 
ias. 

定义 BGA-—nuid&p-dHf, XPAR— AAi, Ar G-(p'z 
XEG}， 并 令 p"G- [ ]p"G, 如 果 p"G={0}， 则 称 G 为 可 分 的 
(separable)， 如 果 p*G = 10} 并 且 G 的 每 一 可 数 子 集 都 能 被 包括 
在 @ 的 一 个 可 数 的 直 和 项 中 ， 则 称 @ 为 @- 可 分 的 。 

EX ” 设 G 为 一 可 换 pdÓ.4GUp-(zCG|pr-0), f 
G 的 基 座 (socle), GCp3It) fj — P REREEROS G B AFRE. 

RITHE -EEA RE p-a HG dH CH, DoD" G 
(n<@) 作 为 0 元 的 邻 域 基 ) 的 拓扑 群 ， 并 把 6G 的 基 座 GL pI] 看 作 一 
个 具有 相应 的 诱导 拓扑 的 拓扑 向 量 空间 ， 
30 


在 以 下 的 讨论 中 ， 具 有 余 维 数 (codimension) 1 RE PESE T 
基 座 P 将 起 重要 作用 ( 即 这样 的 子 基 座 P， 它 是 GCp2 的 稠密 子 空 
[8], JFELGCp2/P [RAT pIE Cp) .。)， 

WEGE 1648 V-T-RER] ELI, (RERGOJE -DEREIIN. 

CrawIey[3] 以 及 Hil 与 Megibben[4] 曾 证 明 ， 如 果 可 分 的 可 
P-dEGALE-fRYRB), WGA TF 列 的 性 质 (a)，“ 任 何 两 个 适 
qr A= p’BRA/p°’A=G=B/p* BY WM tp-HA, Bai WL” 

RZ, Nunke(5) RWarfieldC1 JüEB] T , wR mp4) np 3s p- 
样 G 适 合 上 述 性 质 (c)， 则 @ 是 号 -循环 的 ， 

Crawley 问 题 是 一 个 先 此 提出 的 类 似 的 反 问题 ， 即 ， 如 果 可 
分 的 可 换 p- 群 适合 下 列 的 性 质 (8)，“ 任 何 两 个 适 Gp Asp Ba 
2(p) 及 A/p"4 圣 G 尘 B/p"B 的 可 换 p- 群 4，B 都 同 构 .”G 是 否 必 
为 二- 循环 的 (性 质 (B) 至 少 在 表面 上 比 性 质 (x) 弱 ,)? 

定义 ”我们 把 适合 性 质 (B) 的 可 分 可 换 p 群 BK Crawley BE, 

KF Crawley fh] BM, Megibben7ZEC2I HER] T 下列 的 独立 性 
^R. JT, FEV aL, EAER 为 0, 的 Crawley HRE 
E-J., BAM, EM ACO) ZF, 存在 基数 为 @, 的 Crawley 
HA, EPEE- A (由 此 及 以 上 也 可 知 ， 在 ZFC 中 ， 人 性质 

CB) FI] aE EC TE We (o) 89.) 

本 章 的 内 容 就 是 证 明 这 两 个 结果 〈 见 以 下 定理 4 及 定理 11) 
我 们 依照 5 2 ] 中 的 证 法 ， 

根据 F.Richman[6] 中 的 结果 ，[2] 中 对 于 Crawley 群 提出 了 
如 下 的 等 价 条 件 (523 中 称 为 Richman 准 则 )， 

定理 1 设 G 为 一 可 分 可 换 p 群 ， 则 G 为 Crawley 和 群 的 充分 必 
要 条 件 是 ，G 的 自 同 构 群 Aut(G) 可 迁 地 作用 和 于 G@C 的 余 维 数 为 1 的 
博 密 子 基 座 上 ， 

我 们 以 下 将 按照 这 一 等 价 条 件 去 讨论 Crawley 群 (我 们 也 可 
EE B fECrawley iy a 3L». 
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EX ROW, F-(G.lacoHEÉGRI—T2GIR T sj v. 
(光滑 子 群 链 的 定义 见 第 一 章 。 在 IG Ru. XPgreco fic. 
G11 并 且 对 每 个 极限 序数 4<@, 有 G。=1JG4.), 如 典 FG - 170. 
WI 称 下 为 人 的 一 个 0 - Tt lo -filtration) , 

定义 KUN WSR. WRU fo, PH UMAR 
于 集 的 最 小 上 界 仍 在 0 中 ， 则 称 V 为 0 的 一 个 无 界 闭 于 集 ， 以 下 
简称 0 为 一 个 cub.， 

引 理 2 设 G 为 一 可 分 可 换 p 群 ， 它 不 是 5- 循环 的 。 又 设 P 是 
CG 的 一 个 余 维 数 为 1 的 稠密 子 基 座 ， 并 且 (P.]a0,) 是 已 的 一 个 
o-i., $ 

E = {a<@|0e 为 极限 序数 并 且 P, 不 是 P 的 闭 子 集 }， 

则 吾 是 @, 的 平稳 子 集 (平稳 子 集 的 定义 见 第 一 章 $3)， 

证 明 略 去 ， 见 [23 引 理 2.3。 


$2 在 了 = 工 下 Crawley 问 题 的 肯定 答案 


定理 3 ”在 扯 = 工 之 下 ,， 设 {G。.|a<o} 是 群 @G 的 一 个 @- 过 滤 ， 
FEE RoW ERTER, MEERN SaGa lE BNE 
合 下 列 性 质 ， 

对 任何 函数 g:G->G, {ala E RHG) 5 f BROW ER 
FR. 

定理 3 的 证 明 略 去 (参看 [7))。 我 们 也 可 以 把 它 自身 Ghi 
“在 V= 上 之 下 ”的 字样 后 ) 看 作 一 条 与 ZFC 相 对 和 谐 的 Ni 

定理 4 在 了 = 工 之 下 ， 每 个 基数 为 @, 的 Crawley HA-A 
INN, 

TA OD 设 6 大 一 个 基数 为 0, 的 可 分 p- 群 ， 并 设 它 不 是 - 
fi, PUG Rid eB PAY HE, MGA IE Crawley 
RECHE RI A EHUR). 
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(2) 任意 取 定 G 的 一 个 余 维 数 为 LNT REP, UF 
要 找 G 的 一 个 众 维 数 为 1 的 稠密 子 基 座 及 使， 在 G 的 每 一 自 同 构 
ZT, WGP). AMETE AEM ERRER 

(3) 任意 取 定 一 个 z2E GCOONP, FKP 的 一 个 @,- 过 滤 
(P, |a co, ie: 

(3*0 z WF P. HB. 

(232)P, Pa ta Of —Wa<o,), 
(i PEGE pli] Pau E nx Hag CP, loo VETE.) 

C4) WE, FINA BUA Ae LGB —po,-it MELE, |a 
OE: AG aco) 部 适合 

G Cp)=P,+2), 

并 且 G。 是 适合 此 等 式 M RA TC Ax EF m {Glaca} 
在 。)。 

(5) MES 

E = {<o leS ARRE, PEPR PA RIT) 
则 由 引 理 2 可 E o M RETE., Hea AS 可 知 ， 在 = 工 之 
T. 4#7E RB Ft GG, |S Ef. 

XHERIBZg:G-G, (a|aC BAGG.) =f} MLO EE 
TE. 

C6) 现在 归纳 地 构 作 一 个 子 基 座 的 光滑 链 {@。.|c 一 o,} 使 适 
合 下 列 三 条 件 . 

(6*1) 对 每 一 R 过 0，Qn= Ps WH —e<o,, EQ 

(6:2) 如果 EB， 了 (CP.) = 总 。， 并 且 存 在 mpEAut(G) 使 ， 
z2€9(P)H.9|G,-f,, WRENCH 

a Oea 

HP y= plr.) M r EAE P pR 在 P。 中 的 元 素 
《注意 由 a € E«IPT EPIIT E). 

(6:30 MRAR AERE =a +e 不 适合 (0*2) 中 的 
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条 件 ， 则 Pel Qp+ D. 

XT(Q.la-o M TME, WF 作 一 些 说 明 ( 见 (7) 全 (9))， 

(7) 先 说 明 ， 对 于 适合 (6-2) 中 条 件 的 w&， 由 其 中 的 题 设 
z€e(P)s[UuEHIzéQua, AW, ROD 所 得 的 @。 与 (6.1) 
不 矛盾 ，z 人 外。 的 证 明 如 下 ， 

假 着 zs EQ = Qo tu 25, Wiz qut r(y,-2)(0,€Q.. 
?为 一 整数 ,), 故 有 (1 +7)z=gs。+7y。， 再 分 二 情况 。 

(7"1) 若 ?了 1+7r， 则 存在 整数 s 能 使 〈 注 意 xzECCPD]) 

z-8(q,tTy,)- S(P(p,) +7rP(2z,)), 

其 中 7。 EP。， 由 此 易 见 z2 Eq(P)， 与 题 设 了 矛盾， 

(7*2) Hpll+r,Mr=-1 (mod p)， 故 由 %*= ga +r ya- 
2) 及 pz = 0 可 Hy.=q.€Q, QER = Plr) H r,CGCpD), 
也 即 P(x。) EPP), MAMAT EP’, SD PeR ERA. 

(8) XiB-o, NRTA 63 对 一 切 " BE ELE 
立 。 则 Qs 也 适合 (6-30, AMF. 

FAG Pa RETE AQ = LJO», Xi 对 每 个 ?一 8 来 看 ， 

(8:1) WEY = :q+1 并 且 a 适 合 (6:2) 中 的 条 件 , 
P=¥+1 ( 仍 小 于 )， 由 于 7Y 不 是 极限 序数 ， PE. pos 
不 适合 (6:20 中 的 条 件 。 所 以 由 关于 Y 的 BS O-3) 有 

P, SP SQ + {x), 

(8-2) 如 果 Y 不 是 GCD 的 情况 ， 则 由 关于 ?的 归纳 假设 

(6:3) 有 
P,CQ, - 425, 

由 以 上 可 得 

P,-LJP, SUC, 6» = LQ, +<{z>=Qatz>, 
其 中 的 «c 是 根据 (8-1) 或 (8*2) ( 显 见 用 (8.1) 时 无 妨 ) ， 
WE GD 对 有 也 成 立 ， 

(9) 者 B=w+l1 有 上 且 w 不 适合 (2) 中 的 条 件 ， 现 在 看 如 何 
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定义 Qs 使 (6-30 成 立 。 由 (3:2) 有 Pu = P。+《2zo》， 再 对 a 分 二 
情况 ， 
(9:D 者 a=6+1 并 有 6 (看 作 a 时 ) 适合 (6.2) 中 的 条 件 ， 
则 由 关于 5 的 归纳 假设 (6.2) 8.-9.,-4.,- 0, WH, > 
Qa-Q,t D + D, 
就 能 使 
Pa =P, +z) = P+ (z+ 2) EQ Gu) + 
+ sa)? HLDS Qa t 27 + Ca t (20 = De t 2), 
(9*2) 若 4 不 是 (9+1) 的 情况 ， 则 由 关于 4 的 归纳 假设 (6:3) 
AP. Qa +z. WH, > 
Qa = Qa tKa, 
就 能 使 
P,-P.tGQDCQ,t F2» = Qa (2, 
Q0) 由 《7) 至 (9) 即 易 见 能 构 作 {@。je<oi} 如 (6) 中 所 述 ， 
现在 令 
Q su Qe 
则 可 知 思 的 余 维 数 为 1 .这 是 toT. Cio (DIE QI Xd 
z €Q, Gin PIA HEXCS 1 及 :的 取 法 及 (6.3) 及 诸 @ .的 作 
法 又 易 见 有 
GCp)7 P * 422 & Q - (22 GÜp3, 
H Cio, Gi) BRIGCPI/Q=Z(p). 
Fb, HA (391) 知 z 在 已 。 的 闭 包 中 。 又 由 (6:0 有 
P. -UP.-UJ)9. - Qe. 
HHOO + Go = GLp] 可 知 8 是 一 个 稠密 的 子 基 座 ， 
QD 现在 证 明 ， 不 存在 G 的 自 同 构 8 能 使 90(P) = Q. 
假设 有 一 个 这 样 的 9 存在， 以 下 将 推出 矛盾 。 
02) $U,-(e-—o,]0(P,) — Q.), WAU, 为 一 cub。 Mi 


in 


WUR REE Ay AF EMA, 

RLO, SRP. Hh AMPA, MA i 为 Pa = 
{Pis Pas Pas ej. 

SP Pa) Egna, 021, 2, 3, e) H=. X q,€9 加 | 


Ai feo, co, fig, C Q,, 及 Bo Hig. € QI EH FE ao, tE 
q; EQ Heo, + 

令 71= a, We, fy IE WW E Ar co, Bo 由 以 上 易 见 
P(P AS tr 

$8 eoa, Dj E iGo o rv <6, HP, DS 
P, MEHO SPP). 

加 此 继 线 ， 可 得 

y «o < 

Sy =l Ya =L Jöns DUI 

"5 7 Q4S9(O,0€9.,S9:P,)€-- 
HiPP), Mili (BOYEU,, 

E] RiP T U,TEo,.BRILEXR. USE ALAN ETE DA, me, 

(13) Hi E,-1ie|lecEH(O(IGO-f.). H SAF, ong 
EATE, Mf EO UA 

RBCH NU, WA 

0(P,) - Q4H. (01G,) - fAHB8C E, 
MAzEQ=0(P), MHEAS (6°2) 中 的 前 担 ， 丰 由 《6*2) 知 
总 pi 一人 6 十 《由 — 25, 

Eipy,=P(r,), t EP AAP MBER eH, PG 的 -- oie 
f (°|Ga=fakz€e CPR B IH, 

Heemi l. PEPPRA Tal nco ieii lim 2, = 
zo. KAROR ASIA EP LH RJE, HOT 

p a] = limp’ ios lin f efzn) = lim 8(z,) 
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z6(1,)C0CP, = Q, 
男 一 方面 ， 由 p41 = Qs <ye—2> ys -2E 90250, A 
z€Qu RY EQ. 5; EP. 
Br, GL PRE ae. BHC) 及 OD MAER 
X. i A 


§3 预备 知识 CO 

定理 5 存在 基数 为 @, 的 @- 可 分 可 d& p- A, EAR 是 5- 循 
XM. 

证 明了 咯 去 ， 见 [18] 定 理 75.1， 

引 理 8  ikü[ihp-CRCIÍME-0RIS8], BBE G 的 两 个 基本 
(basic) 子 耕 有 适合 如 /六 人 兰 CBE， 引 存 在 如 的 自 回 构 中 能 使 
P(B,)=P(B,), 

证 骨 属 去 ， 见 [595 定理] ， 

RETO yiGjkb—egd AME TA EL JB 且 对 一 切 可 数 的 
We p-HiESApAPext(G, S)=0, WEN Crawleygf(k: XT 
子 Pext 的 定义 及 性 质 ， 可 参看 [8]8 53). 

证 明 (1) 任 取 G 的 两 个 余 维 数 为 1 的 19 3; T EEP, 
Q. DOP REA, FECHE oE) = 8， 从 而 由 定理 1 
BAG 为 一 Crawley 群 ， 

(2) 任 取 aE GCpINPRACGCPING, HP, QdcGCporR 
MERES M. FEPER anco RO TEI), | 
n- 0l, FBilima, =a Rlimb, =b, 

又 因 G 是 oj- 可 分 的 ， 改 知人 在 在 @ 的 可 数 直 和 项 C 能 包含 b 
Ean, Bas 

(30 SEIH, FECH FEA, Kieth, HrpojeP, 
K' p=, IEHIS(EMCLHOSLC K jg G-COQM FOL, 

CAD HE GB nPZRPENRIG hat Poca HE ABATE. Mh CON 
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可 数 知 G@ 是 5- 循环 的 ， 
易 见 0 中 每 个 于 的 子 基 座 都 支撑 (support) 一 个 直 和 项 。 所 
以 ， 存 在 直 分 解 C —-C,QB,, HoBOC,CoXAEC D PRAIA. 
再 选取 C 的 一 个 基本 子 群 4 使 4[2J=CnP， 并 选取 避 的 一 
^C HEHIEHISAHRHCO»-P, 
(5) 由 (0 AWA X(OInCoUtg2« Pf) C, = ACpD, 
现在 再 证 明 (H OC0C»' = ACP), HARHA 取 法 显 见 有 
“>” Bir. RZ, [ENtacOHnCcocp 2, W d pac (H0) 
Cpi= ACpj]， 从 而 pa E A, Fed AWC, 的 bli T- HE ac C, ETE 
a, C 4 能 使 pa= pa,, Br Ula-a,€(HC,)CpJ=ACDI, Mia 
a-a,C AEaC A, Brilac Alp’), 
仿 上 可 归纳 地 证 崩 CNCC = ACg?3, (151, 2, 3, 
e. Bat Ho, A, 
(60 现在 ， 任 意 到 定 一 个 直 分 解 =C,@BN (ORNE 
在 )， 并 以 x 记 由 G 到 N 上 的 射影 . 
由 CA AB REER PE RH AG Ha ae, np CH) 也 是 G 的 纯 
子 群 ， 证 明 如 下 ， 
IE CZCH) REW Hn, nr = 在 G 中 有 解 为 9， 以 下 证 
nz = (px Hv. HOCH) EERE H fb = x(k). 
RATE CLON A EI Wh=e,+h, Mb=x(c,+4)=n, Bpb)h- 
ce, +6, MAC, A 4 的 可 除 性 知 存在 e € Cf liie, +A=ne,+ A, 
所 以 cl = ne, t a(a € ACH), Mne, +9) =nel+b=c,-at+b= 
h-a-h,CH, HAAG WALT HER A TE TE hc AABN, = 
n(e,+g)=h,, MAERT k) =a(h,) = r(ne;+b)=6, 
(75 考虑 正 合 列 
0-7 A> H — n(H)-0, 
FPA EARS, Hi EEWIPextG, A)=0, Biz H) som 
纯 子 样 可 知 岂 有 Pext(x( 恕 )，4) -0。 记 以 上 述 的 正太 J| Zr ER 
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(split)， 从 而 存在 一 个 直 分 解 H = ABI, 

(8) ZWAGCCPISC,+ P( 因 ， 由 4 的 取 AA aP., LH 
lima, = aia, CC PRC,CoMECOPEBIBI&n asc Ci pl). 
CCNP RZ, BEI GCp)/P & ZC ANGE, +P,), 
由 此 及 4 是 C 的 基本 子 群 可 以 归纳 地 证 明 

GCp* 3c C, + H, (n=1, 2, 8, -), 

例如 : 8a=I 时 ， 由 瑟 的 取 法 可 知 .ma=2 时 ， 任 取 eE GCp^2, 
Wpa€GCpJCC,*- H, Bi V pa- ci * À(e,€C,, REH), 再 由 
Ci74 的 可 除 性 A ff. TEC; € C, filie, = pe, + a (a4 € ACH), 从 而 
pa= pe, + (ai +h), Bia th= pla- ce) BAGH ST RAE 
fr^, CA (dia, +h= ph, ATA pa = pe, + ph. Hit Sa- c- Re 
G PSEC H+H, AifliacC,- H, 

(9) 由 (850 E Güjn[ZMTENIGCC, - H -C,- (ABI), 再 
HASC AGG =0, +J, XPHERC,- 4A( 见 (5)), BHH = AQ 
J AFC NJ ={t01， 所 以 有 3 = C,0DJ, 

由 此 及 CSEC 又 可 得 C= CC 中 (CnJ)， 

《10) 由 于 C 是 G 的 直 和 项 ,所 以 存在 9 的 子 群 D 能 使 G = CoD 
D Bg M = SOC BD), WAMCH UW FEMG = COM, 

JUWEG =C+M, fERGCG, hE =C,OJ#g=c,+ jte 
Ci, JEJ). RHG=COD =(COMNOC ODA =j, +k, 
CON, KEC OD) A k- j-À4€J, Mike TNCC,@D) 
- M, BrElg- (c, ji) -k cO & M, 

FE uECOM-(0). E iR aCC o M, 则 EJ Hacc aD, 
ta=c;+d(e, CC,,d € D), llla-c,-dcCcnD-(0),Aifja- 
e, €€,, BiEBlacC,J - (0), a=0, 

(D 完全 仿照 (4) 至 (000, WA: FEG 的 纯 子 群 能 
Hi KCp2- Q, JEH fEELC K3E- 6G = COOL, 

(12 HiG-COMEMCHTITHI =(HNMOM, 同 理 有 
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K -(K 1C) L, RF 
C/(Hf)C)zG/HzZ(p)zmGg/Kzc/cekKne», 
But E spen A, FECH B Reli dioc ANCS ANE, 
(13) HCOM-G-COQLTMzEG/OzL., [EXlGg—^- 
由 上 及 到 上 的 间 构 映射 *”， 则 由 PP 及 4 可 依 魏 然 方 式 生 成 8 的 一 个 自 
fra] Fa wR TO 
显 见 有 69|C=m 及 o(M)-L, UREN NC) = ENC 可 知 
0H) -0(CHOCXYXDM)-CKÜüOO0)DL- K, 
BABA = PRKC = OW Bec P)=¢@, 
(14) 由 aD 以 及 (1) PP, ORE, Hagg 


^F Crawley fff, üE te 
引 理 8 一 个 可 换 群 9 为 2- 人 循环 的 充分 必 要 条 件 是 ， 对 任何 
纯正 合 列 


se 8-5. EY, 
(Bla CAJAS BI PCT HERO KEP G->C, WFE: G- BARE 
A By =, 
WPA MA, ALC 8 ] 定 理 30 .2。 
引 理 9 设 8 吓 可 换 群 4 的 一 个 p- 子 群 ， 则 8 能 R 入 4 的 一 个 
扫 界 志和 项 中 的 充分 必要 条 件 是 ;8B 中 非 0 元 相对 于 4 的 高 讼 有 有 光 ， 
uEBju Jz, DLC 8 J] 定理 27.8.， 


$4 在 MA(@) 下 Crawley 问 题 的 否定 答案 


定理 10 EMA DZT, ZSGE—^- 3E oto- 4) T 
p-f, WIAA BD RCA Hi p- HESMPAPext(G, S)=0, 
WR (1) 考虑 任 一 个 如 下 的 正 合 列 
0--5 MED CER 
Mop 3 EK PATER, AURA. 
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Do, QE, EMAD F, fib 态 Bv: GKE 
X=1le。 从 而 知 定理 成 立 ， 

(2) & 

已 = {[9j9:T>+KHrP=17, THEM ARAAW) 

uj PET €2" GRE “S 1 PR, 

(3) S#H-9F CG, $ 

D,= {PEP gfe vite Y. 3r). 

不 难 证 明 ， 每 个 Do 都 是 P 的 大 窗子 集 ， 

CAO 如 果 P 适 合 c.c,c,( 以 下 (5) 至 QD KEWEY), 
WARM AW) 可 以 如 下 得 到 CL) 中 所 说 的 由。 

HMA(Go) 知 存在 已 中 的 滤 子 下 能 与 每 个 品 " 孝 让 OE 〈9 还 过 
G, ACHERAN). 

对 每 个 9EC， 任 意 取 定 一 个 po EFND,。 现 在 定义 一 个 由 9 
FAM SIVE: & 

y(9)- 9,(g), (GEG), 

DERSEN, HEATS la, 

《5)》 巩 在 开始 证 明 刀 适合 ccc.。 任 取 己 的 不 可 WT RP’. 
我 们 将 证 明 

(5,1) FEP, 9,C P'(9,3c9,) 在 P 中 由 容 CHI Ego c P 
Hp, P,P), 

为 此 ， 我 们 先 证 明 

(5*2) 存在 8 的 -循环 纯 子 群 4， 它 能 包括 P' 中 不 可 数 多 个 
Py re Mt, 

(6) FRP WIR Ho, ILE XP'-(0,aco), (e 
B ip 下 Ps)， 并 把 每 个 P. 的 定义 战 记 为 7 了,， 

亿 果 存在 G 的 可 数 纯 子 样 4 能 包括 不 可 数 多 个 了 T,.， 则 由 于 
44 必 是 Z- 循 环 的 ， 所 以 6-2) 已 真 。 以 下 洪 虑 不 存在 这 种 4 的 
情况 ， 
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由 于 每 个 7。 都 是 有 限 的 ， 所 以 7。 的 元 数 只 有 可 数 多 种 可 能 ， 
故 易 见 不 妨 设 (必要 时 把 P' 缩 小 ) 已 中 请 9。 的 定 义 域 了 ,元 数 都 
相同 . 

C7) 在 G 中 任意 取 定 一 个 如 下 的 子 群 卫 :;( i )T 被 包括 在 
不 可 数 多 个 了 ,中 ; 并 且 CHO 了 对 于 性 质 ( i ) 为 极 大 ( 易 见 这 样 
的 了 存在 .)， 

此 了 了 取 定 后 ， 叉 不 妨 设 (必要 时 把 P' 缩 小 ): 对 每 —aco 
ATEST.. 

(87 以 下 将 归纳 地 构 作 G 的 一 个 可 数 纯 子 群 光滑 链 {4,| 
a 及 一 个 严格 递增 的 函数 @,-*x@ 使 适合 下 列 三 条 件 ; 

(8:1) TE A. 

(8:2) Xj£j—a-o,, Tis AL. 

(8:3) XIf&g—a-o,, Aar A.J&E- RA IH. 

(9) 如 果 (8) 能 作 到 ， 则 由 每 个 4。 部 是 G 的 纯 子 寿 及 引 理 8 
可 得 

A, = AD Las (a<@,), 

再 令 4 = A WHRA=AO( © La) 是 G 的 一 个 -循环 


at, CERE- UT yo,( 由 f 严 格 递 增 知 这 是 不 可 数 多 个 
Tra), WH, (5°92) 即 已 证 明 ， 

(10) 现在 构 作 (8 ) 中 所 说 的 光滑 链 及 函数 了， 

设 hB<~%,， 并 设 对 一 切 a 二 Bp 已 经 定义 了 适 合 条 件 的 诸 4, 以 及 
f(a)， 其 中 只 有 当 B 为 后 继 序数 ?+1 时，f(7) 尚 未 定义 ， 

00:1) 若 B 为 极限 序数 ， 令 4， =U Aa TEO 等 到 构 作 
As Rt HEX, i 

(10:2) 若 有 为 后 继 序 数 ， 设 B=?+1. 

由 8 为 0,- 可 分 知 4, 能 被 包括 在 G 的 一 个 可 数 直 和 项 0 中 ， 设 
G-CGOK., 
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pA d 3k Ctl —4-35 AF RB, MAM B 可 表示 为 8= 
A, BH, 

(10:2-1) 令 6=supf(a)， 则 存在 不 可 数 多 个 4 适合 6<a< 
oi, PEW, 其 中 必 存 在 一 个 a 能 使 ((T。+ B)/B)N(C/B) 只 
a G/B) 250, 

BTR, WHR <e<o,, FE rET, NACHT EB, 
但 0 为 可 数 ， 故 必 存 在 一 个 c EC 能 对 不 可 数 多 个 c>6 有 xz。= c。 
从 而 ， 对 这 些 c 而 言 ， 有 

T +< =T +da 

但 由 (7》 知 TP 对 于 性 质 ( i ) 为 极 大 ， 故 必 

~ T+ = TEAECA,EB, 
Aie EB, EE (对 这 些 a) x。 EB， 与 上 述 的 x, € BFR, 

HE, [EXEMUE— TIE 000, &CCT, + B)/ B) 1 (C/B) 
= {0} 的 a (由 以 上 知 存在 )， 改 记 为 &R， 并 令 f(Y) =H, 

(10:2:2?. F(T, + B)/B 中 任 一 非 零 元 ++ B，。 由 G = C 由 
Kz-c-k(cCC, KEK), 又 由 4 的 取 法 可 知 xgC， 所 以 
k 30, 

注意 C/ 号 为 可 除 群 , SFA I CK + B)/B KK gp 4), 
Br ,c* B=(e+B)+(k+B){EG/B=(CAB)D(( K + B)/B) 
中 的 高 度 有 限 ， 

但 (T,+B8)/8 为 有 限 群 ， 故 由 引 理 9 易 知 ， 存 在 9 的 子 枚 
44， 它 包括 了 ,+B， 并 且 4'/B 是 G/B 的 一 个 有 限 直 和 项 ， 

任意 取 定 这 样 一 个 4"， 并 定义 4,,!1= A’, 

(10:2:3) 易 见 8B 是 G 的 纯 子 群 ， 从 而 4,, 也 是 8 的 纯 子 群 , 

KHA Me MAGA, = BOL, Hp Ly- ARR B 
HBHP HA =A DHOL, Bt 以 Aj /A,ERHOLJkz-ff 
HA GEBASC), 

此 外 、 RAP nun TLS Aya, 
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Sb. FER COM AIL DUE SES HEX fF RATE X. 

(11) HE EDP. (5*2) DuEn., ASR (5.20, LO 
仿 轩 第 一 章 引 理 20 的 证 明 步 骤 证 明 (5D d, xr. BF, Pus 
Gc.c.c.,. HR OD R OO BDupkEgHMw. 汪 毕 

定理 11 CMA@IZE, FLEA He, yCrawley HPA, € 
不 是 互 -循环 的 ， 

证 明 ”由 定理 5，10 及 7 即 知 。 
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jiu 一 个 同调 代数 的 独立 性 结果 
及 其 应 用 


S. Shcleht 1 Jue B] T Whitehead [ij BERR SECS Ag du od 
( 见 第 一 章 ) 之 后 ，P.C.Eklof 对 Shelah 与 用 的 方法 作 了 推广 ， 
TEC 2 ] 中 给 出 了 同调 代数 中 关于 革 些 环 A 上 的 模 的 I T Ext, fy 
一 类 狼 立 性 结果 。 作 为 其 应 用 ， 闪 由 此 得 出 了 关于 可 换 群 的 一 系 
列 独 立 性 结果 ， 

本 党 只 就 可 换 络 的 情况 介绍 [ 2 J] 中 的 主要 结果 ， 并 且 只 限于 
可 换 样 的 基数 迄 @ 的 情 议 〈 基 数 更 大 时 与 此 基本 上 类 似 ) 。 

WC, AHWR, CHRONO, ARER ey WE 存在 
CWjo,-3238(C,|v«o,) 《其 定义 见 第 二 章 ) 能 适合 ( E DExtCC,, 
A) =0 及 Ci) XI—UIlv«o, MA Ext (C,,,/C,, A) =0, WH 
ZFC 中 可 以 证 朋 必 有 Ext (C, A) =0 ( 见 以 下 定理 1) ， 

现在 间 ， 反 之 如 何 ? Eklof 证 明了 ， 这 一 问题 是 独立 于 ZFC 
的 。 他 得 到 了 下 列 结果 ， 一 方面 ， 在 了 = 了 之 下 ， 设 C，4 为 可 换 
样 ，Q 的 基数 为 6,，4 的 基数 三 w@,。 如 果 Ext(C，4)=0， 则 存在 
Cirjo,-xfEBR(C,.|v-—o,) ffÉ 3& ERM GRG) AATE 
理 12) ,为 一 方面 ， 在 如 4(@)) 之 下 ， 存 在 基数 为 @ 的 up d HECR 
可 数 可 换 和 群 4， 适 合 ExtCC，4) =0, MOWE -iiie |v< 
o 都 不 能 园 时 通 侣 上 述 的 Ci) 及 (让 (AFE), 

本 和 便 给 出 上 述 结 灯 的 证 明 ， 并 在 § 4 EEC 2 J 中 出 此 得 到 的 
XT OR SER) 53 — 26 por TESI SL. 
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$1 预备 知识 


定理 1 EC, ANWR, CHERA. MRF Chjo- 
WEP ={C,|v<o@,} 适合 (i) Ext(C,, A)=0k Gi) 对 每 一 
<@,, Ext(C,,,/C,, A) =0。 则 Ext(C，4) =0。 
证 明 (1) 考虑 任 一 正 合 列 
0>+A—>B—>C+0 
以 下 将 超 限 归纳 地 定义 一 个 递增 系列 的 同 态 映 射 p,:0,->B 
(vo) 使 对 每 个 v 都 有 rp,=1。。 有 此 之 后 ， 再 令 p = i p,, 


即 有 rp = 1c。 

C2) 设 A 一 ci 且 设 对 一 切 v 一 A 已 经 定义 了 适合 荣 件 的 P,， 

(2:D 者 4 为 极限 序数 ， 令 Pp， = = .0, 即 可 。 

(202) 车 =<v+1。 则 由 归纳 假设 可 知 有 Ext(C,, A)=0, 
再 由 题 设 的 Ext(C :VC ，4) =0 可 得 Ext(C,，4) = 0。 

55M HBHExt(C,,,/C,, A) = 0 可 知 ， 由 包 入 映射 所 导出 的 
映射 Hom(C,,,，4)->Hom(C,，4) 是 到 上 的 

ME, FEN Tz|[271 CC. OR] — 2L SIS 0:1C,, BCH 
Ext(C,,,, A) =0 知 0 存在 ) ， 再 令 9，0, 一 4 为 适合 

À8 =P, - (0|C,) 

的 唯一 的 同 态 映射 。 则 由 以 上 可 知 ，6 可 以 扩张 为 一 个 由 口 ,到 
4 的 同 态 映射， 

现在 令 0,,, 20 Av 
则 易 见 Pp,;, 即 合 所 求 ， i 4A 

引 理 2 RMAC, AIGA Ext(C, A)=0, Wet 0 的 每 一 
子 群 0' 也 有 Ext(C'’，A)=0. 

证 明 略 去 ， 见 5 2 ] 引 理 1:1， 


46 


引 理 3 iud, AX GExt(C, A)-0;, Co JC, 的 于 
BEEF HExt(C,/C,, 4)4#0. X : 
0—>A—> B,—» C, 
为 一 正 合 列 ， 并 且 Po:0o 一 Bo 是 zt 的 一 个 分 裂 同 态 ， 出 存在 Bj 
扩 群 8, 及 一 个 可 换 图 


《其 中 a 为 恒 等 上 映射， B, ABARI EF: Oo RET KAA 
分 裂 同 态 。 

证 明 略 去 ， 见 [ 2 J 引 理 1*3， 

引 理 4 设 C，4 为 可 换 群 ，C 的 基数 为 o。 如 果 存 在 C Wo- 
i HE D, | v «0, BB t 

S = (v«o,|Ext(D,,,/D,, A) 30) 

是 @ 的 平稳 子 集 ， 则 C 的 任何 o,- 过 滤 {C.lv<@i)} 都 不 适合 定理 1 
mg i», 

WA (1) ERCH -HC v<). 我 们 先 证 明 ， 
存在 一 个 正规 函数 ,oo 能 使 对 每 一 v<o@ 都 有 Cro= Dyes, 

设 k<@,， 并 设 对 一 切 Y<K 已 经 定义 了 适合 条 件 的 fv)， 

(1*1)》 若 4 为 一 极限 序数 ， 令 (4) -sup(f Go vu, 

(1:2) 车 kh =v+1。 先 归纳 地 取 诸 序数 voln) <o, (n< 
o), WEE 

C otsnSDocensay Oui, (E70, 1, 2, =) 
《由 @, 的 正则 性 知 此 可 能 )。 然 后 令 f (4) = sup{o(n) |n<o}, 

由 归纳 假设 及 ol- 过 滤 的 光滑 性 易 见 ,无论 在 (1.1) 或 (1,.2)， 
WHO ro = Dins 

f 的 超 限 归纳 定义 至 此 完成 。 易 见 了 是 正规 函数 。 

《2) 因 5 是 @, 的 平稳 子 集 ， 所 以 存在 4<o, 能 使 flu) E S, 
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BIExt( Djc.,,,/Dj 0 ,4)3€0, 18 JE BR 9| 88 2 A Ext Dynes s/ 
Drews, A)=0, MEX O sens o/ C5», A)360, 
(3) BEC, vo) REX 1 中 的 GO , RI ARE ME 
fifv uo, Ext(C,/C,, A) «0 C LL XE uH] SN UE HH, 8 
;C,/C, f xb BIOCUIO, vectis), WE Dj sg BRI 这 显然 与 
(2) FA. 证 毕 

定义 ” 设 4 为 一 无 扭 可 换 任 ， 若 4 中 一 切 非 0 元 的 型 (type) 
都 相同 ， 则 称 4 为 齐 性 的 (homogeneous) ET W W 定义， 可 参 
看 [3]， $85.). 

定义  WEUNS—78, ADy— D dRHE, UR) jg (唯一 的 ) 型 
thy 1 fk Crank one) JEH d£. Wi Ft Ext R(t), A)=0, WR 
Wty A- 可 容许 的 (A-admissible CX FRM sg X, 可 参看 
(33, 816), 

定义 RAYA. VOID RIM SE. mB Ext(Q, 
A)=0, WRAY RAH (cotorsion), 

EM RAH-AUMRH. 如 果 4 的 每 个 可 数 于 集 都 能 被 
包括 在 4 的 一 个 可 数 的 完全 可 分 解 的 (completely decomposable) 
直 和 项 中 ， 则 称 4 为 @,- 可 分 的 《ol-separable) , 

定义 设 4 为 一 无 扭 可 换 群 。 如 果 4 的 每 个 可 数 子 集 都 能 被 
包括 在 4 的 一 个 可 数 的 完全 可 分 解 的 @,- 纯 子 格 中 ， 则 称 4 为 BB 
@,- BS} Ay, 

注 无 担 可 换 群 4 称 为 完全 可 分 解 的 ， 如 果 44 是 -- 些 1 Pee 
的 下 和 。 又 ， 可 换 群 4 的 子 笑 五 称 为 @,- 纯 子 群 ， 如 果 对 4 的 每 一 
THA Zi ABSA CARA BNX EE, BREAK HAM, 

引 理 5 HAK- RAAMT SBHAHATHA Ay 
下 两 条 件 

Ci) 4/ 有 完全 可 分 解 有 为 齐 性 的 ， 其 型 为 上 
Gi) AN Bip fg oom MB gu. 
48 


JB it Amy TUR, 

证 明 吵 去 ， 可 参看 53] 定 理 86.5。 

引 理 6 设 4 为 一 完全 可 分 解 的 齐 性 可 换 群 ， 其 型 为 上 上 。 并 
设 B 是 4 的 子 群 ， 也 是 齐 性 的 且 弄 为 t+ 。 则 B 是 完全 可 分 解 的 ， 

证 明 上 略 去 ， 可 参看 53] 定理 86.6。 

引 理 7 设 4 为 一 有 限 秩 的 完全 可 分 解 的 齐 性 可 换 群 。 则 4 
的 每 一 纯 子 群 都 是 4 BS FCRI, 

证 明 略 去 ， 可 参看 [31 定理 86.8。 

SE Ero HREF” CA. Iv HA)3g —ÓE638 的 自由 
WE, AE PARE 

G) XHEh[v -1«o«n, AJ/A. WHA. 
PAU, 4,, Jf 
B= (a<n 4 为 极限 序数 并 且 . 1,.,/A, ANH A AE} 
NRE LR Ee PR, W: AOS WHEL 

AA BEARR (4 的 平稳 子 集 的 定义 仿 @ 的 平稳 子 
58.2. 

证 明 因 召 ,不 是 4 的 平稳 子 集 ， 易 知 存在 & 的 一 个 无 R 闭 子 
RC ={P,|n<o} R5 E, 相交 (所谓 闭 子 集 是 指 在 4 的 序 拓扑 
下 。) AMC FSS 

FELA VUTA, nco 由 0 的 闭 性 易 知 它 也 是 
一 个 范 滑 链 ， 又 由 0 的 无 界 性 可 知 4, = 1 A. 

HCAHE,RIBEEG E, xHER m « <0, A, /A, 
都 是 自由 群 。 从 而 易 见 4, 是 自由 群 ， 又 易 见 对 每 个 nco, A, / 
4, tds HH HE. 再 利用 C 的 无 界 性 及 G MALE v< 
B, A/A AEA E. 证 毕 

SHS 行 在 一 个 可 数 自由 可 换 寿 的 光滑 链 {4.1v<<o } 能 使 ， 
(a) 对 任何 Y+1<A<o， A, XA, LA, JE A (6) 对 每 
— PENT te on ASA.EQ (QO AHH SIM.) 


49 


证 明 超 限 归纳 地 定义 诸 4, 如 下 ，。 

(1) 44,=2 (整数 加 群 ). 

(2) 设 上 二 @,， 并 设 对 一 切 V< 过 kK 已 经 定义 了 适合 条 件 的 
{ A, |v cu], 

(2:1) 车 4 为 极限 序数 ， $4,-L] A.. 

显然 4 可 数 。 另 外 ， 令 

E = {v <0 |V RRF), 

则 易 见 Nk 不 是 4 的 平稳 子 集 。 又 由 归纳 假设 可 知 , 对 于 {4,1vY 一 
um. ENRERE., MS Sun uA. JE ELE. 
JF Ho [Effe - 1-5, AL/ 4 也 是 自由 群 ， 从 而 4., 是 4, 的 直 
和 项 。 所 以 ， 此 时 {4,.|Y<&+1} 也 适合 (a) 及 (D). 

(2:2) 若 上 =6+1 并 且 6 不 是 极限 序 数 。 此 时 ， 令 4, = ACD 
Z. WAR MAH, JEHAN CA, | v< -1)53& & (0 RO), 

(2:3) 若 t=4+1 并 且 4 是 极限 序数 ， 

(2:3:1) 仿照 引 理 8 的 证 法 易 知 ， 在 4 中 可 以 选 取 一 个 严格 
——— sc A, ,并 且 XE fEfiIn m —o, 

A, /A, #AB BR, LILA iB A. » EUF TEE JE HE LA In 

a}, 

(2:3+2) SRO, CREAT, (HERR ATA eee xr 
于 一 子 群 中 的 商 群 ， 并 可 设 眉 与 互 的 秩 Ge. MAF = D Zas 
其 中 每 个 2, 衬 2， 

对 每 个 a<@m， 令 Ff n=O Zi FFB, =F., 0B, ERA 

F/B,= CF LJ B.) S (Z), 

eo F,,/B,=(F,+B)/BCF/B. 
HERAF. B. EARR (ACF, + B)/B 为 有 限 生成 而 F/B 之 9 
的 和 有 有限 生成 的 子 群 都 是 自由 的 ) ， 从 而 站/B, 也 是 自由 群 . 

(2:33) "HF no, 4B, = A 中 B,(B,= 44). 

中 下 竺 归纳 定义 一 个 严格 递增 的 自然 数列 (a, |n<o} 及 一 系 


E 
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Fl QR fas Ba — 4a, (EME mos S Efm. 
(2:3*3*1) Sa,=0, Jf fo: Bo( = 40) 一 4 为 恒 等 映 射 。 
(2.3.3.2) Hin<o, JUD R7 inp£ xg XT ARE 

Wa, ef, 4#htm=n+1, 

Aras MS RRL 之 使 “B,/B。 的 秩 = An/ An WR” 

者 ， 这 样 的 ! 存 在 ， 因 为 ， 对 每 个 j 二 w，Bjy11/B; ES An/ 

A att) R<o, Jf H B/B. WRHO, WH, HAn/AMRS1 可 

Alas us, 

由 于 Ba / Ba, JAn 4。 秩 相同 且 易 见 均 为 自由 群 ， 所 以 

YAS SK 2g — I] RA Sims Baum me 
(2°3+4) H {an| no) P^ ir b H4 up AIX SEI oS nsa, 


故 有 

U Ba = L)B,- BN( UF») - BnF -B, 
并 US Fat a B-A, 
是 一 同 构 了 映射 . 


《2*3"5) 现在 ， 选 取 4,;, 为 一 个 具有 如 下 性 质 的 可 数 自由 

RE. Ain PACHA fa 能 扩张 为 一 同 构 映射 
d: ADFA 

CHRR A FE. ) 

(2°3°6) WETA, A /AS F/B=Q, BHA, 
A,.,/An=F/B, EB nim. 

对 任何 V+1<h， 存 在 rn<<w@ 能 使 4,;, 忆 4,。 又 由 归纳 假设 可 
知 4,/4,,1 是 自由 的 ， 再 由 上 述 可 知 41,1/4,,1 是 自由 的 ， 从 而 
A, udi Aui 4 的 直 和 项 。 

BU, (A,| vn c 1)3& i (a) 及 (5)， 

(3) (A,|vo,) 的 归纳 定义 至 此 完成 ， 显 见 它 是 一 个 适 
^ (a) 及 (5) 的 可 数 自 由 可 换 群 的 光滑 链 。 证 毕 

E 引 理 8 与 引 理 9 取材 于 [4 2. 
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$2 在 V = 工 下 的 肯定 答案 


引 理 10 在 F =aLZP, BRAX, Y 的 基数 均 为 @， 并 设 
Tx = {X,|v<o,} 5A, ={Y,|v<a BAX SY Roid WB. m 
Sito, §—-AOF FR, WEE RIM {S.X Y, (ve Sy 
i. XpfR—IRg. AY, MAEVE SHENG |X_=f.. 

证 明 略 去 ， 参 看 [5 5 ]。 我 们 也 可 以 把 它 自身 看 作 一 条 与 
ZFC ASA MAH. 

98811 ZEV-LZ' TF, WC, AHWR, C 的 基数 为 @,， 
AWA reco, WREE CHo, = {Cv <o} fig fii 

S = (vo, |Ext(C,,,/C,, A)=0} 
为 的 平稳 子 集 ， 则 Ext(C , 452-0, 

证 明 C10 车 存在 Vv<@, 使 Ext(0,,4) 夺 0， 则 由 引 palm 
得 本 引 理 的 鱼 论 。 以 下 设 诸 Ext(C.，4) =0 (vo). 

(2) 以 下 将 超 限 归纳 地 定义 一 系列 正 合 列 


A, T. 
E. 0—A—» B,—C,—0, (v«) 


Giana. O B, 的 元 素 集 为 OC,x4， Wo) . KFA D 对 
[E fifit sz v «o ap Fy dT np up d pg 


E, ae ea B 一“>C >0 
CD) 
en Pur 

E.: 0--4—B, —>C,-0 

Hey tt Sims, viu fl ABR ST, 
C3) 任 取 4 的 一 个 oO,- 过 泪 44= (A,] vo), #4 
{f,:C,.-C,xA,|ves} 

为 由 引 理 10 所 给 出 的 一 系列 函数 〔 以 CC，C x 4 各 作为 X. Y. y 
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Pe, Tox 4 各 作为 Px，dyr) UD HEERKE.. 

,可 任意 取 定 ，。 

设 t<-@,， 并 设 对 一 切 4<<t 部 已 定义 了 适合 条 件 的 6。 

(3.1》 车 z 为 极限 序数 ， 令 一 ,为 (在 明显 意义 下 ) WF. 

(qu) 的 并 。 

(3-2) 若 f=Y+1 并 且 ， 或 v 8 或 了 ,不 是 z, 的 分 裂 同 态 。 
此 时 ， 可 令 百 ,为 吾 , 的 任 一 扩张 之 使 图 (D) 《以 V，T 作 为 山 v) 
Hy HY HE 

(3:3) 若 r=V+1 并 且 vE SHAS Br HORA 态 。 此 时 ， 
AA S| SHE PP SEE SB. f. 不 能 扩张 为 的 AIR 
DE 

另外 ， 通 过 基数 的 考虑 ， 易 见 在 以 上 各 情况 部 可 取石 .使 其 
HiB WR C. x A, 
C4) HE, + " : 
E; 0--A—B—0—90 
ABE vo) WF. WENERA, 

BAED ARA CB, Wi. Ive sna up 
存在 VE Siig]. =f.. H Fiv, Bigle. =f. Œ x. 的 一 个 
分 裂 同 态 ， 并 且 它 能 扩张 为 x,, Mt RA AGC... EKE 

(3) BE, BE MAA. 
所 以 ， 不 存在 上 的 分 裂 同 态 ， 从 而 Ext(C，4) 二 0。 证 毕 
定理 12 FVaLZE, HC, ARTIKE, CHAR Y @,, 
4 的 基数 三 @,。 如 果 Ext(C，4) =0， 则 存在 C 的 oO,- 过 滤 P= {C | 
vv 一 0 能 使 (i) Ext(C,, A)=0, 并且 Gi) 对 每 + vo, A 
Ext(0O;,,/C,, A) =0, 

证 明 Ci) 任 取 C 的 一 个 oO- 过 滤 4= {D.|v<0,} (ARK 
存在 ) . 4 

E = (vo, |F Ev no HExt(D,/D., A) 30). 
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(2) 4&g:io,—0,g—^ri& d T XL RTI iE XE CRE 
规 件 是 指 :9 为 严格 递增 并 且 对 每 一 极限 序数 Ao, f (A) = 
LJ f). 0. Xf vo, MRgiweEF, Nj 
es Ext(Doc Dn A)50, 
〈 易 见 9 FE). 

(3) $F, =D (v<o,) , WAR, |v<o,} 也 是 0 
Ho-t. > 

S ={v<o,|Ext(F,,,/F,, A)*<0}, 

则 由 引 理 11 知 8 不 是 o 的 平稳 子 集 。 所 以 ， 存 在 一 个 正规 函数 
&，O 一 0 其 象 集 不 与 83 相交， 

(4) BESS, oof) =g(h(v))， 则 f 了 仍 为 一 正规 
HX. FFC, = Dro， (VY<w,) ， 则 C 的 o- 过 滤 


r={C,|v<a,} 
即 合 所 求 。 因 ， 由 引 理 2 知 (i) Jor. 又 易 见 AOOCSmg 
fo»€E, HU Gi 也 成 立 ， 证 毕 


33 在 MA(oi) 下 的 否定 答案 


31813 在 MW4(ol) 之 下 ， 设 4，B 为 两 个 集合 ， 其 中 4 的 基 
数 为 o,， 又 设 P 为 一 族 由 4 到 B 内 的 部 份 函 数 〈 即 ， 每 个 函数 的 
定义 域 都 是 4 的 一 个 子 集 ) ， 并 且 适 合 下 列 性 质 ， 

Ci) 对 每 一 a€ 4 及 每 一 | EP， 存 在 9g EP 使 /cg 并 Hae 
dom(g), 

(i》 对 P 的 每 个 不 可 数 子 集 P',， 存在 f，f.EP' 及 f,EP 
lii fi FER fL f, fif. 

则 和 存在 一 函数 gy:，4-=8 能 使 ， 对 4 的 每 一 有 限 子 集 f， 存 在 f CP 
li F cdom(f)3: Hg |F =f |F, 
RRES- REA S| BLT. 证 明 见 该 处 ， 
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定理 14 在 以 A(61) 之 下 ， 设 4 为 一 可 数 可 换 群 ，G 为 一 基 
数 为 四 的 弱 @i- 可 分 齐 性 可 换 群 ， 其 型 为 i 则 Ext(G，4)=0 的 
充分 必要 条 件 是 ，t 为 4- 可 容许 的 。 

证 明 条 件 的 必要 性 易 见 ， 以 下 证 充分 性 ， 设 上 为 4- 可 容 
许 的 ， 

(1) 考虑 任 一 正 合 列 

0 -= 4 一 > 有 一 >G->0 
4 — Pz(f, H>B|AAGCHARRAT HH E nf 14). 
以 下 将 证 明 ，P 适 合 引 理 13p 的 性 质 (OD , GD 。 从 而 由 该 引 
MAFFE- Beg: GBE, MC 的 每 一 有 限 子 集 ,gjF 都 
被 包括 在 PP 的 某 一 元 1 中 。 由 此 即 易 见 g 为 一 同 态 喘 射 并 且 适合 
Wy1 = 1c， 从 而 上 述 正 合 列 是 分 裂 的 ， 

(2) 现在 证 性 质 (D . 任 取 aEG 及 P 中 一 元 1， HB, 
WA 记 且 Ut{a} 在 G 中 的 纯 闭 包 ， 由 G 为 弱 %,- 可 分 可 知 ，H' 能 被 
包括 在 G 的 一 个 完全 可 分 解 的 子 群 中 ， 从 而 由 引 理 6 可 知 H' 自身 
是 完全 可 分 解 的 。 又 由 于 克 ' 也 是 有 限 秩 且 为 齐 性 的 ， 故 由 引 理 ， 
可 知 互 是 豆 ' 的 直 和 项 。 由 此 即 易 见 ， 了 可 以 扩张 为 一 同 + p 
Hf. H'-Bin&asf'-is, AF EP. 并 且 显 然 有 a EE 
dom(f'), 

C3) 以 下 开始 证 性 质 GD 。 任意 取 定 P 的 一 个 不 可 数 子 
集 P'， 不 妨 设 其 基数 为 @,， 

(3*1》 我 们 先 提 出 下 列 事实 (其 证 明 见 (3.2))， 

Ck) 存在 P' 的 不 可 数 子 集 B 及 G 的 纯 子 样 G6 能 使 ，G 为 完全 
可 分 解 ， 并 且 P 中 每 一 元 的 定义 域 部 被 包括 在 G6 中， 

根据 CX) ， 把 G 分 解 WG = KD fu, PRR AE 型 为 
t 的 1 秩 群 把 B 记 为 {f Iveco), JODY, 的 定义 域 记 为 H,， 

仿照 (2) ， 可 以 把 每 个 f, 扩 张 为 P 中 一 个 元 ， 其 定义 域 为 
UHR @ Re 其 中 了 .为 1 的 一 个 有 限 子 集 。 所 以 ， 不 妨 设 万 , 自 
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身 已 经 基 这 种 形状 ， 

、 另 外， 由 于 可 数 个 可 数 集 的 并 仍 为 可 数 ， 所 以 又 不 妨 设 GP. 
要 时 把 了 缩小 为 一 不 可 数 于 集 ) ， 存 在 一 正 整 数 mn， 使 每 个 1 ,六 
恰 含 个 元 素 。 由 此 又 易 见 ， 存 在 了 的 子 集 J， 它 被 包括 在 不 可 
数 多 个 1 ,中 ， 并 且 J 对 于 此 性 质 是 棋 大 的 ， 

又 由 于 4 为 可 数 ， 易 知 只 能 有 可 数 多 个 出 C R BA 的 函数 
能 被 包含 在 2 由 GEPA EAA IF af «la. MP 所 b, 
又 不 妨 假 设 (必要 时 再 把 P 缩 小 为 一 不 可 数 子 集 ) ,对 任 fife, v 
«o, MAIJCI,NIEF, | D R, f, D Rh. 

现在 ， 利用 了 的 极 大 性 可 知 ， 如 果 i ET, 一 J， 则 只 有 可 数 多 
个 v 能 使 i 让 1T,。 故 必 存 在 Vv 万 0 能 使 nT,=J, RNS H - 
OLR tel, Ul}, WARK RARE Mg, HBA g] 


@ R,- f Hel, R= 了 ,。 所 以 性 质 GD RE. 


(3:2) 现在 补 证 《六 》。 我 们 仍 把 P' 记 为 (filv), X 
中 子 , 的 定义 域 为 H,. 

仿 上 可 知 〈 必 要 时 把 已 缩小 ) FECHT, 3d 
插 在 不 可 数 多 个 吾 , 中 ， 并 且 Go 对 此 性 质 鸭 角 大 。 由 引 理 7 可 
Al, GoM A A, EH, = 4, 四 H'， 

以 下 将 超 限 归纳 地 定义 G 的 -~ 个 可 数 子 群 光滑 链 {1G .lv 一 oi} 
友 一 系列 递增 的 序数 {Tin1Vv 过 91} 本 适合 ， BPG AEG 的 完全 
可 分 解 的 纯 子 群 ， 每 个 G, 部 是 G, ,1 的 直 和 项 ， 并 且 每 个 H,， 三 
Gosi 

有 此 之 后 ， 青 令 G= |) GRP={f,,,,1v<0)}, B 3 3 


Ck) RY. 
Who Ae TREC. Iv cu) lr, | vu), 
(3:21) 若 k 为 极限 序数 ， 令 G ,= LJ o ng, 
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(36202) 车 4=Y+1。 任 意 取 定 @G 的 一 个 可 数 的 @- 纯 子 狂 C 
之 适合 G,.SC 者 〈 由 @C 为 弱 oi- 可 分 知 C 存 在 )。 

二 任意 取 定 -- 个 序数 ri<@ 使 适 台 :对 一 切 生 y 都 有 ro 去 
Tar, JEHH,, NC={0} GERM... FE, AW. PIC 
Hi] RAMA Ec € C Rn BA At <o, fee CH., M 而 GoU 
{ce} 在 G 中 的 纯 闭 包 G, 被 包括 在 与 这 不 可 数 多 个 tr 相应 的 五 ,中 ， 
但 这 与 取 @Go 时 的 极 大 性 矛盾 )。 

We, &G,4 G.-H. ,在 G 中 的 纯 闭 包 ， 

为 了 说 明 这 一 归纳 步骤 ， 不 难看 出 ， 我 们 只 需 几 证 H G, 是 
,的 直 和 项 即 可 。 

考虑 典型 映射 Pp，G./G, 一 G/C。 易 见 P 是 1-1 的 ， 记 以 G,/ 
G,[]fg-T9(G,/G,) 。 由 C 的 取 法 以 及 CG 为 弱 @oi- 可 分 订 知 ， 
9p(G./G,.) 被 包括 在 GAOC 的 一 个 可 数 的 完全 可 分 解 子 寿 忆 中 ,并 且 
六 是 齐 性 的 ， 其 型 为 上 BU, 9(G,/G,) 中 每 一 非 0 元 相 Fe 
(G4/G,) 的 型 所 t。 另 一 方面 ， 由 于 同 态 映射 使 型 不 EN, BID 
V0,/G,) 中 每 一 韭 0 元 的 型 宇 t， 综 上 可 知 ，P(G,/G,) 是 齐 性 的 
且 其 型 为 。 对 D 及 p(G,/G,) 应 用 引 理 6， 可 知 P(Gs/G,) 是 完 : 
可 分 解 的 。 从 而 ，G/G, 也 是 完全 可 分 解 的 ， 并 且 是 齐 性 的 ， 其 
型 为 i。 故 由 引 理 5 可 知 @, 是 98, 的 直 和 项 , 证 毕 

定理 15 在 开 4(ol) 之 下 ， 设 4 是 一 个 非 余 有 埋 的 可 nr PS 
寿 ，t 是 一 个 4- 可 容许 的 型 。 则 存在 一 个 基 歼 为 @ 的 无 扭 可 换 带 
C， 它 是 齐 性 的 ， 其 型 为 {， 适 合 Ext(0，A) =0, 但 0 的 任何 @,- 
过 渗入 不 能 同时 适合 定理 1 中 的 (D 与 Gi), 

证 明 gp(1) 首先 ， 我 们 可 以 仿照 引 理 9 PESE, BRIA 
地 定义 -一 个 光滑 群 链 {C,|v<e1}， 使 其 中 每 个 0 .都 是 型 为 上 的 完 
全 可 人 分解 可 数 可 换 样 ,并且 具有 下 列 性 质 ， 

OD. 对 任何 VY -1«—8-o,, C,, EC, AAI, 
(1:2) 对 每 -极限 序数 cc<o，Co VCO。 同 构 于 有 理 CBE 
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Q ( 引 理 9 的 构 作 相当 于 t= (0，0，0，…) 的 情况 ,). 
(2) 令 C= LI C,。 则 易 见 C 为 弱 ou- 可 分 ， 故 由 定理 14 


AExt(C, A)=0, 
C3) 考虑 0 的 om- 过 滤 T = (C, |v o1), 9E 
S = {v<a,|Ext(C,,,/C,, A)2c0), 
则 易 见 5 为 一 切 小 于 @ 的 极限 序数 所 成 的 集 ， 故 为 @. 的 平稳 于 和 集 ， 
从 而 由 引 理 4 可知 ，C 的 任何 @,- 过 滤 都 不 能 同时 适合 定理 1 中 的 
(i) 5 (ii), ure 


$4 ”一些 进一步 的 独立 性 结果 


PAS 2 及 3 3 中 的 结果 ， 可 以 进一步 得 到 一 些 关 于 可 换 群 
的 独立 性 结果 ， 现 在 举例 如 下 .( 证 明 略 去 》 

定理 16 (1) 在 了 = 荆 之 下 ， 若 可 换 群 4 的 基数 ue HA 
Ext(4，2Z)=0， 则 4 是 自由 群 .(Z 为 整数 加 群 ) 

(2) FEMA) 27, FBR HOM RH 4， 它 适合 
Ext(A, Z) =0， 但 4 不 是 自由 群 ， 

这 就 是 第 一 章 的 主要 结论 。 

定义 设 4 为 一 可 换 群 。 如 果 4 适 合 下 列 二 条 件 ， 则 称 为 @i- 
余 可 分 的 (@,-coseparable)，(i)4 是 @@- 自 由 的 ( 即 4 的 每 一 可 
数 子 群 都 是 自由 的 ),( 让 ) 对 4 的 每 一 子 群 互 ， 若 4/8 可 数 ， 则 BB 
会 有 一 个 直 和 项 0 能 使 4/C 可 数 . 

定理 17 (1) 在 = 工 之 下 ， 车 可 换 群 4 的 基数 为 0, 并 且 是 
o RTH, MARAKE. 

(2) TEM A(o,) Z7 TF, FEKA WTA, E Æo- 
余 可 分 的 ， 但 4 不 是 自由 群 。 

uEB] LC 2 3 定理 4.3， 
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XL ” 设 4 为 一 可 换 群 。 如 果 4 适 合 下 列 二 条 件 ， 则 称 为 完 
全 ai- 可 分 的 ，〈i) 4 是 oi- 自 由 的 。 Ci) A RDT 部 是 
ol- 可 分 的 。 l 
定理 18 (1) ÆV=LŻZF, FEER o, HARE A, 
它 是 @- 自 由 且 @1- 可 分 的 ， 但 4 不 是 完全 @1- 可 分 的 ， 
(2) 在 村 A(@1) 之 下 ， 车 可 换 群 4 的 基数 为 @, 并 且 Zo- H 
由 且 @- 可 分 的 ， 则 4 是 完全 @,- 可 分 的 . 
WEB] LC 2 258 34,5. 
EX. 设 4 为 一 可 换 群 。 如 果 对 一 切 可 数 的 周 期 (torsion) 
可 换 群 了 都 有 Ext(4， 了 也) =0， 则 称 4 为 —o,-BacrB, 
定理 19 (1) 存放 = 工 之 下 ， 若 可 换 群 4 的 基数 为 0 并 且 是 
o,-Baerff, MAREK HB. 
(2) q4EMA(O) ZF, FERAJO Ru] BEA, TL Eo- 
Baer 和 群 ， 但 4 不 是 自由 和 群 。 
证 明 见 [ 2 ] 定 理 4.6。 
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第 四 童 ” 箱 积 的 仿 紧 性 


拓扑 空间 的 乘积 YD X WL WF RR dud, A th (box 
topology) 是 最 自然 的 一 -种 它 是 由 形 如 TI wl SEE ZA ia TAE BT 
形成 的 拓扑 ， 甚 中居 是 和 :中 的 开 集 ， 实际 上 ， 早 在 1923 年 开 ,Ti- 
etze 就 引进 了 这 种 拓扑 CCID) ; 而 通常 的 Tychonoft 乘 积 拓扑 
是 在 1930 年 由 Tychonoff 引 入 的 .但 是 第 拓扑 在 保持 拓扑 性 质 的 能 
力 方 面 实在 太 差 了 ， 因 此 很 快 被 Tychonoff 拓 扑 的 研究 所 代替 。 
可 以 说 ， 几 并 半 个 世纪 ， 箱 积 拓 扑 的 研究 处 在 婴儿 阶段 ，70 年 代 
初 ， 情 况 才 发 生变 化 ， 而 且 第 积 的 研究 的 起 步 一 开始 就 借助 于 近 
代 集 论 的 附加 会 理 ; 没有 这 一 工具 几乎 寸步 难 行 。 

种 积 拓 扑 能 保持 了 。，，T 了 3， 和 了 了 ,: 的 分 离 性 ， 即 当 每 个 XX, 具 
有 这 些 分 离 性 时 ， 赋予 箱 积 拓扑 的 积 空间 Hn X; "m 
性 ， 但 不 能 保持 了 4 分离 住 ， 即 不 能 保 持 正 规 性 (normality) , 
ERREX- SES RAT RAW MA. ERR RS 
党 相关 的 仿 紧 性 Cparacompactness) 问题 首先 是 由 入 .H.,Stone 在 
20 多 年 前 提出 的 ( 见 [2]) 。 直 到 1972 年 ， M.E.Rudin 证 明了 ， 
TECH( Continuum Hypothesis) 下 ， 可 数 个 紧 度 量 空间 之 箱 积 是 
仿 基 的 〈[3]) ， 这 是 首 篇 破冰 之 作 ， 之 后 ， 围 绕 相 关 问 题 ， 
K,Kunen, van Douwen 等 人 作 了 不 少 工作 。 总 的 说 来 ， 现 在 所 
放 址 的 正面 结果 部 是 相 容 性 的 结果 ， 而 且 都 以 证 明 仿 紧 性 作 
为 先导 # 因 仿 崇 性 缠 含 正规 性 。 人 们 的 注意 力 似 乎 一 直 集 中 在 下 
述 丙 个 问题 之 间 ， 可 数 个 紧 度 量 空间 (或 第 一 可 数 空间 等 ) 之 箱 
H. 至少 是 最 简单 的 紧 空 间 @+ 1 之 可 数 次 箱 积 的 仿 紧 性 是 否 在 
ZFC (Zermelo-Fraenkel AMHRA + ChoiceZ^ x FH) rp AGE JU JL? 


60 


下 否 存在 某 个 箱 积 口 X, 其 中 六 :都 是 紧 的 第 一 可 数 空间 而 口 
X, 却 不 是 正规 的 ? 这 一 存在 性 是 否 与 ZFC 相 容 ? 

本 章 尽 可 能 地 并 明 所 需 的 拓扑 概 您 并 给 出 一 些 重要 的 拓扑 学 
命题 的 证 明 ， 以 方便 读者 。 


81 拓扑 预 省 知识 


拓扑 空间 是 指 由 一 集合 全 ， 和 关中 的 子 集 族 儿 所 组 成 的 二 元 
WX, 2). EMME PRAY: (1) ó€2, XC 2, 
(2) diu € 2, uc2yWu uc; (3) €.c29mLJ 
LEQ, ZWPMJÁX LOM: SPH TRAX mr T 集 (open 
subset), 

FRA CQBW ETRE RK BPS (X. D) 的 基 
(base) ; (1) 对 任意 的 4， Ws 加 和 任意 的 点 + Eu Nu JE 
FLUC HB, ffixeucn, Nus (2) N4t—z2€X, fiuc, 
fix Cu, 

dnd CX, DE 简 称 为 SIX, SERAN HE 质 罗 列 
WT. 

《空间 空间 中 任意 两 个 不 同 的 点 z; x,， 存 在 开 集 4 使 + € 
mM, t $u, 

Hausdorffz&jB] (7 :空间 ) 空间 中 任意 两 个 不 同 的 点 zl,z。， 
FERF Ru, uhr Cu, zE Nu, 

正则 空间 (regular space， 即 了 :空间 ) ”7 了 ,空间 且 对 任意 的 
FAAMEECRUIBJBPIRE, FER Ru, ufirCu, Faun 
ui (195, = $, 

完全 正则 空间 (completely regular space, 即 了 ,1 空间 ) 
7 空间 且 对 任意 的 点 z 和 任意 不 含 z 的 闭 集 F， ff Te YE SE HBS 
X-—I-00, Df f(x)-0, Fa-ti Ty € FR, 
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正规 空间 (normal space， 即 了 ,空间 ) 7, 空间 且 对 空间 中 
任意 两 个 不 交 的 闭 集 F,，,， 存 在 开 集 W1，t&s 使 FiCu，F,C%， 
mu 站 aa = 由。 

离散 空间 (discrete space) 单 点 集 {zj 缘 为 开 集 的 空间 。 

显然 ， T,i-T.T.. 事实 上 ， A RAT >T, iex 
的 ， 这 就 是 著名 的 Uryson 引 理 ， 

Uryson 引 理 ” 设 耻 是 7, 空 间 ，4，B 是 中 不 AH 交 的 闭 集 。 

f(z)=0, zCA, f(z)-1, zCB, 

此 引 理 的 证 明 可 见 [4]1.5。10。 

RR taei 以 形 如 os 集 为 £ : i 

REI XRG 以 形 如 M m 集 为 基 * 
DM i» WY FPSB. 以 箱 积 拓扑 为 拓扑 的 乘积 空间 | Il X je 
为 箱 积 空间 , 记 作 CI 六, 如 果 每 个 都 是 相同 的 空间 ， 则 简 记 
(ELI X. 

本 章 中 涉及 的 拓扑 空间 都 是 非 离散 的 完全 正则 空间 ， 涉 及 的 
ARZA O X dt ie EL o. 

SE! Ux. L] Xo X S2)X 2. 射影 (projection), Bp 
WET, ED) rZ, WU m; 是 连续 的 开 映射 (open 
mapping), Bp XE LX, "HIE — JF Ru, Raru EAX 之 
FR. 

事实 上 ， 任 取 y Exy(w); WiffikzCu, y-m(G) Biujé 
[] XX 之 开 集 ,存在 z 之 开 邻 域 不 炉 设 为 一 基 集 王 d I Cu, 其 
fia aX PFE, WA M a4) = uCz,(u), 因 yCu; 而 2 是 
站 /中 之 开 集 ， 故 g 是 zj(a) 之 内 点 。 XC UE BE Cu) X , 中 之 开 
集 。 至 于 zj 之 连续 性 ， 则 从 等 式 Tj1(u)= ux oe X fit) 看 出 ， 
Hapudk X grs, 
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RA FCX, ICZ HD Fæ 和 ;中 之 闭 子 集 的 充 
BE Se HE OE PACT, FFX, 中 之 闭 集 . 

从 下 述 等 式 可 知 命题 为 真 ， 

LJ XN UIF, = LENF) x H Ee. 

命题 5 DX def CDS T) 空间 之 充 要 条 件 为 对 每 个 
i€I, X,RT,C,, T, T, 1) 空间 . 

证 RWT, T ,两 种 情形 ， 其 它 情形 留 给 读者 ， DE 
性 的 证 明 又 较 容易 ， 下 面 证 这 两 种 情形 下 的 充分 性 ， 

设 z， y€ [] Xs ay. MPIEJCI, Erys, 其 中 zy = 
T(z), yj=n y). HFX ET: H, TEX PRR, Ut 
TEU, Yeu Nd = $B， AMW =r; un), W,= Xj! 
(Wjyz) 这 两 个 L] XP SIR REA Be, y; EH T unn4n=¢, 
BAW,nW,-4. 这 说 明 [ X eT HH 

bear € OX mre X PRA r 的 闭 集 ,由 于 zx 属于 开 集 
DXNF, 故 存在 开 基 集 4 = I u, QuJEXéBZJERO. fie Cu, 
iiun F = OEE PUCK, HEX AE Ta ! 的 ， 故 存在 连续 函数 
forX>C0，1]， 使 f(z) =0, fG)21, 2€ XNu., fr Xo 
[0，1J 按 下 述 公 式 定 义 ， 

f(y) =sup{ f(y) i EI, ye OX,, 
f(z) =0 是 显然 的 ， 对 于 yE， 由 于 FN wp， 故 必 存 在 iE7， 
fiiy, € u,, 于 是 f(y1)=1， 从 而 f(y)=1， 剩 下 只 要 证 明了 是 连 
续 琐 数 就 本 以 了 ;也 就 是 要 证 明 [0，1] 中 的 任 一 开 集 之 原 像 是 站 
;中 之 开 集 。 由 于 CO, D PIERS HH BM CO, a), 
(a, 12,€a, 5) 的 区 间 所 组 成 ， 其 中 0 过 a，5<<1。 因 此 只 要 证 明 
f C0, a)), f-*C(a, 17),f-ic(a, 6)] 等 集 是 开 集 就 可 以 了 ， 
FAEH, aE, HERBARZ., 

ftRZCf-!CCO, a)), Wijf(z)«a, mfzgXunafzo- 
a-e. t€ I, KpeRvTa- Fz) 之 正 数 。 由 于 f, 连 续 、 可 知 存 
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在 2; 之 开 邻 域 六 使 
fichoa- 8, hEV,, 
y-n V dizit) 邻 域 。 从 而 应 有 
zE n V,cf-*tC0, aay 
因为 每 个 gE II Vi, NA foca- e, JA mi f(y)<a -e<a, 
这 说 明 z 是 广 皂 [0，a)3] 之 内 点 ， 于 是 可 断定 f 工 C0，o)] BIR. 
证 毕 


$2 箱 积 空间 的 基本 性 质 


对 于 Tychonoff 拓 扑 来 说 ， 有 一 个 重要 的 性 质 , 即 下 述 定理 . 

Tychonoff 定理 设 n X FL} Tychonoff 拓扑 的 RAS 
IJ. n MOERS x lt T A) EA Ey fp X ADAC BST 

众所周知 ， 这 个 定理 是 与 选择 公理 (Axiom of Choice) 等 
Dray. HERA HY GEC493,2,4, 

对 于 箱 积 空间 ， 相 应 的 结果 是 不 成 立 的 ; AIR, YEA! 
部 紧 也 不 成 立 。 所 谓 局 部 紧 空 间 ， 是 指 对 空间 的 每 个 AT, FE 
zI RHR, uek TaN. 

定理 4 LJ 4 AERIS ub AR RJ. 

证 在 [六 :中 择 定 点 p= 《pt:iE7>， 使 每 个 :都 不 是 ,的 
MLA CR Ee 4 有明， 本 华中 所 涉及 的 空间 是 非 离散 的 
CREWS, AEEA P UFE M E K A. 再 给 定 了 成 
的 一 个 开 邻 域 G = I Ce G,jÉ X, BIJFSR.— Ap SEMA, 
MESSEN D. MAX ETH, FERNSEH, ii 

z;C H,CH,CGQN(pPi), 
显然 ， 集 4 - n Cn, (a DE Xs 中 的 一 个 闭 集 ， 这 从 命 
题 2 便 可 知道 . XB Tio, 所 以 4 是 不 可 数 的 . 令 
C= (T Ke K,C(H,, GHI). 
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出 多 是 4 的 一 个 两 西 不 交 的 开 复 盖 ， 因 而 名 不 存在 有 限 的 子 复 
旋 ， 这 说 明 4 不 是 紧 的 。4CG， 这 说 明 G 不 是 紧 的 ; 否则 紧 空 
问 的 闭 子 集 仍 应 是 紧 的 ，G 是 任意 给 定 的 ?点 的 开 邻 域 ，G 不 是 紧 
的 说明 D XARA. 证 毕 

从 上 述 定理 的 证 明 中 ， 还 可 看 出 LI X AN FE 可 分 的 (separa- 
ble) 也 不 是 第 一 可 数 的 (first-countable). Pr va BT 4> jag 是 指 
存在 可 数 的 稠 子 集 的 空间 。 所 谓 第 一 可 数 空间 是 指 空间 中 的 每 个 
点 Y% 和 都 存在 可 数 的 邻 咸 基 (base for X at the point z) 。 点 x 的 
BRIM ai -—-TI BREA (2). CWE: 对 包含 + 的 任 一 开 集 

WbffituC28(z), fiucV, 

定理 5 LJ X AMA. 

事实 上 ， iu] 有 :中 存在 二 二 不 交 的 不 可 数 的 开 集 族 E CDL SE 
理 4 的 证 明 ). 因此 不 可 能 存在 可 数 的 稠 子 集 ， 

定理 6 ADERI AH. 

设 ? 是 定理 4 证 明 中 涉及 的 "ip. poete cna k< 
0, ARRE, npikV,- i uL Vek Xs PCR, RH 
证 明 {V、 :hb<@} 不 可 能 成 为 p 点 的 WERE, 事实 上 ， 不 妨 考 虑 
17| =@ 之 全 形 ， 为 简便 计 可 设 1 =o, AA AEX by Mx, 
因此 可 假定 

V uc n Va. ico, 

于 是 当 令 下 = IU Vif, [E iil — AV ARTS AB RIA TE Y h, 

El =:o 的 情形 ， 对 于 Tychonoff 滋 积 空间 Ne a OWN 
都 是 可 分 空间 时 ， TL Xy up 280), 5 X RAS — 25 JR] 
B H Xu 第 一 可 数 空间 . 因此 定理 5， mo 
于 普通 乘积 空间 的 特性 ， 

对 于 Tychonorf 乘 积 空间 ， 当 每 个 ,是 正规 空 间 时 ， 3e 积 
i AAR EERI, 即 不 能 保 特 正 规 人 性 。 箱 积 的 情形 如 何 
Wo 下 面 给 出 两 个 反例 说 明 箱 积 的 保持 性 更 差 ; 甚至 当 每 个 了 ,都 
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是 紧 空 间 时 ， 也 不 能 保持 正规 性 . 

van Douwen E Bj ( 见 [5] 或 C6]) 这 一 反例 说 明 可 数 个 可 分 
度量 空间 的 箱 积 可 以 不 是 正规 空间 。 

无 理 数 空间 (普通 拓扑 ) 与 乘 积 co (Tychonoff 拓扑 ) 是 
IIBER (homeomorphic) 这 里 我 们 RAT RA o 映射 到 0 的 一 
切 上 映射 组 成 之 族 的 符号 %6) ; 读者 不 难看 出 可 以 把 Sw 看 作 乘积 TI 
X, X,;-0, HT, Ri FU FH o 表示 无 理 数 空间 ， E: 
察 箱 积 空间 

=(%@ )x ([J°(@+1)), 
RX PHBA — 

A={(2, z):€ go}, B= 29 x ([]^Co + 1)N 95 
其 中 %o 表 示 作 为 箱 积 口 *(o + 1) 的 子 空间 oo 。4， t 
Bj, HAT B -4. 事实 上 ， 拿 4 来 说 ， URL C AN 9 = (z, 
z), Xe XL MM Fz € Oey . 22=¢2Z,31<o>, Az,<o, 因此 {z,} f 
是 因子 空间 o + 1 中 之 开 集 . Ai Su =u, XX I {z} Qn dE 09 中 x 
ZH BH) Wen A=, i R 2 CLIQ * DN 99 E PTT 
WX Ws UAE Og'hnrlJH4pAX, u, = II Cz; 1, oj 是 口 * (9 +1) 
中 z 的 开 邻 域 ， 应 有 xzn 4 = %。 以 上 说 明 y = (z，z) 不 是 4 的 聚 点 
(accumulation point); 因此 A HAE. 同样 可 证 明 B 也 是 五 中 
之 闭 集 ; 证明 留 给 读者 。40n 8B = $ 则 是 显然 的 ， 

下 面 证明 4，B 不 能 开 集 分 离 ， 设 V 是 包含 B 的 任 一 开 集 ， 往 
WA NVA, XHpn-1, 2, -, HH Whe Hh S.C oo 如 下 ， 
Bfe <n, PORE, WS 
altos fD RAO, os, ,fin 1),0,0,.…>, 

=<f,(0), fD AO), e, x faln- i), @,0,-), 
MA (Way 4.) €B, TéHEf C % th 

{wa} X CLÉS(CUODO) x x ( Eifitén- D) x Cf a(n), @) x 

x Cf (n t1), Q]X-*-)CV 
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若 令 z= 《<f,(0)， fO) fiOD, E fin), 出 
(z, ))€HfV. » 
P mi ub BY 7638 Xy zs [8] Z 5 2o HE. 
同 递归 方法 构 作 一 族 以 有 理 数 为 端点 的 实数 开 区 间 ， 记 该 族 
AAG (usus in; OR), k-o)2Jti PREM, 

(1) REP Ew, ABE — ZAK Ry, 1, te Rene E n x, 4 
X709, (uses, nuin, <O} 是 可 数 个 首尾 相 接 元 最 左 和 最 右 
元 的 开 区 间 ; BP BTA yen, on, 的 端点 集 D; 与 整数 集 序 同 
B. H 
„Unona, ing = Unony-n,_, \De 


特别 是 当 过 1 时 ， 
(J Ung = RND.. 


显然 当 满足 这 一 要 求 时 ， 对 任何 &， 有 


«I Uan" CUngrjen 


Rp k-i 


SOLLTE pn’ MN Unong wn nf =O,N, 6 8, 


(2) son, ni HJ te RE [PPM ES 2 


(3) tJ D, Q, 区 为 全 体 有 理 数 ， D,O Du, kx, 

读者 可 以 验证 满足 上 述 要 求 的 开 区 间 族 G 是 可 以 作出 的 ， 并 
有 下 述 事 实 成 立 。 

事实 1 对 任意 的 不 = 1，2，，…， 

ECU unon: tn, np k C0} 

事实 2 HHEH CN, ni =, np, > € (Fae ae 
ko) ji — TEERAA E, idfEt. ange W 

ef: 9 2 是 由 等 式 f (Cnoni Rye on 1, ~ WA FE AY BA 
9t. f 是 一 对 一 的 ,这 是 显然 的 事实 ,下 面 证 明 f 是 连续 的 开 上 映射， 
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Rac 99 是 开 子 集 , (EWEf G0JEZ REESE, BBR Wie v 
是 形 如 {nj} x n x,, n;€ X,, X,-o(i-o) 的 开 基 集 的 情 
形 ， 因 为 “o 的 开 基 集 可 以 是 由 形 和 如 世 {ny} x mn X (X= OCG G 
J), n;€X;, X,-o, jEJ WJ coa RARE) 的 集 所 组 成 。 

Fu) = (enun jun 100), RI- DENM X, X, 

-0))nZ, 

iit xe Z BFP, 

EEV EZR FÆ, RERE EEC, d) N Ze, dH 
HETO 之 情形 ，。 设 c ED;，d ED; 而 h<k。 此 时 

fiu)= {I {ns}x I X: X,sa(i>k), 
nonien C C40) 

显然 广 《4) 是 96 中 之 开 集 . 

Kunen 反 例 CACI) 这 一 反例 说 明 可 数 个 紧 空间 之 箱 积 可 
以 不 是 正规 的 ， 

&X= 5 32。 这 是 Tychonoff 乘 积 空间 ， 央 而 是 紧 空 间 ， 下 面 
证 明 [L 到 不 是 正规 的 。 

4Dzci((G,z,--»:2€0 2.}。 只 要 证 明 忆 作为 口 " 瑟 之 闭 子 集 
个 是 正规 的 ， 则 口 * 节 就 不 是 正规 的 了 ， 

C1) HRIXCiBC T G dt) 88 BX CDL 2s [a] X AY Be AIF 
集 之 诡 为 基 的 折 扑 称 为 Cs 拓扑 》 . WWD Xe gs (homeomor- 
phic) , BX E&d((z,2,--5)- 2, zCC'2, Md: D+XOMB 
EMERI, BEXCROE4GWEXX— 5. 

C2) BEAD E XP], api DAE fF Tychonoff ER 42 imis 
FG HG ZH) (42) >， 其 中 141 = e+。 现 令 4 = (e*xo)l | 
Cer)", dir Coe PRA c+ 中 2 元 集 组 成 之 族 。 因 为 14| c, [8 
此 可 认为 D= (42) 9, 

《3) $$ A. =(P XLI, n,1^2-402 RH E HM. 
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EngclkingfüKertowicz/EC82rp WEB] f; 如 Ru, vie (42) h 
个 不 交 的 开 焦 ， 则 存在 v 生 c ， 使 
z,Cu) Nr, (Vv) =, 

我 们 把 这 一 结果 的 证 明 编 录 于 后 ， 供 有 兴趣 的 读者 参阅 . 

现在 应 用 以 上 结果 来 证 明 刀 = (42)'* 不 是 正规 的 . 设 f € 42, 
a-c*, &f,o-2kHF Re LAM: Jun) - fan), B 
定义 

H -(fcdzsac Bcc Af. = fe>fUe,B}) 70], 

K - (f €Az:acB«c*f((2,8D 71). 
H, KEED PRAIA, 事实 上 , TUR f£ € WHE, BEc*, 
使 f。= fmf He, B} =1. 取 f 在 D 中 的 一 个 邻 域 x 如 下 ， ww 是 42 中 
WIG ss 

u= [1 (fn)) x {fa(n)}x Uf Ca, BD) x TIE», 


其 中 E,Q92, B,=AN{<a,m>,<B,n>,{a,B}}, BR, WIG € 
u, Wo.=fa,gs=feig({e,B})=1;5 M g€H, Blun H -6., 
以 上 说 明石 是 闭 集 同 理 可 说 明 KK 也 是 闭 集 。 HOOK d. EB 
显 的 ， 因 22 总 共 上 只 有 ce 个 而 f ,共有 ec? 个 ， 因 此 如 果 存 在 f EHN 
K, DEE RAR, Bo Ect fa = fa. Kf €Hn HERS ({o,, 
8,220, MfcKnpfEXRIf(U0,,8,) =1， 导 至 矛盾 和 MAHN 
K=4, 
如 果 D 是 正规 的 ， 则 必 存 在 不 交 的 开 Ru, vA RH AK, 3 
(3)， 知 人 存 和 在 ?< 一 c+ 使 
mp f1T,(0) = 路 。 (1) 
55 —Ji WI, WRV<e*, WERI — ASEA, Hf. ecv, E 
TARRE Efe, B) = 1Xxp— Ula, BLY. XX HE, WS 
FRETS, ERBI Cm (H), BM —Um, Bev, Hf.-f5 
X ff €x, (K), BIA — Ula. B<v, at BR Af Ua, BD - 1. 
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Cf Ji BE 
a,(H) NT, (K)#¢d 
ix Emm C10 ALPE. 

Engelking-KartowiezzEEB iFX,, sCS, # JL (wei- 
gh) 不 超过 c 的 拓扑 空间 (SHXWHRH W(X) = mi| B|: 8 
HALM Fh), u, vA II X PA AN x 的 Csz 焦 (G,s 集 意 
为 任意 多 个 G, 集 之 并 ) ， 则 必 AFFEF RBS CS, |S xoc, {Ë 

Tgl U) (1s (0) =, 


xx Hz. II X,— Hn X ARE. 
scs ses, 


这 个 定理 的 证 明 主 要 依赖 于 下 述 两 个 有 趣 的 集 论 引 理 ， 
Erdós-Rado5]z8 ”者 客 是 集 族 ， Bt CECH My |C|<yv, 
X BON BS REA 拟 不 交 子 族 (quasi-disjoint subfamily) CO a. 
SRIEP, BADGES, WIE. 
xx Hi uL RCH HWRE FREY, C.Ce,, MF 
C, NC,= NE, 
证 令 7 为 基数 大 于 ?7 的 最 小 序数 Ho-v'. we pvt, 
FJ E © 的 一 个 子 族 客 , 使 满足 
(a) |€,| xB', x fj vtl. 
( b) E= Ue. 
MRERE,, vr, MAME, WETE 
KAETI „B= B" 
HHEH, Ep (AMUS-.=¢6), 而 从 *= -1 开始 
BH, WERC., <v, WEWE. S 
Bee Pe 
XS K CE, > n 
A ={CEF:CNE, =K}, 
REO. “是 .2 的 极 大 拟 不 交 子 族 ， 也 就 EOS, T C.9 WS 
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= Kif, HS, TARAS. MBA 
DAK, 
最 后 ， 令 
E, = HN: K CE,), 
下 面 验证 这 样 构 作出 的 { 安 ,:V< 之 7} 满足 (4) 和 (5)。 归纳 地 验 
uECo), BEXP—UI v, I. <B X 
| E, | <vvB" =B", 
由 此 可 知 {KCEB,:|1K|<?} 之 基数 至 多 是 (8B")"=B'， 再 因 


| 2° * | <B", KA 

| @,|<B"B’ = B', 
下 面 验证 (8) ,如果 (5) 式 不 对 ,这 就 是 说 存在 CE RC EL) Se. 
我 们 可 以 在 C 中 找到 互 不 相同 的 点 2, , v n8 即 存在 子 集 {z， ty 
1t) CC, REAM RH, AAC |< itzev<t})=t>y, 这 
个 矛盾 说 明 (5) 式 成 立 。 如 何 找到 互 不 相同 的 z, 呢 ? KL = CN 
E,. WERKT, EH ;， 取 定 

HEC (Fh, NES. 
这 里 要 注意 CN (T, NB,) 关 $8， BRACOC,NE-9, WHEN 
T,-K,, 这样 人 SY*U1{C} 仍 为 所 不 交 于 族 而 与 .SY * 的 极 大 EF 
A. HAUNT, 

,ETC F,cE, 
mr, gE, Mitt} Ric, ET, 证 毕 

这 个 引 理 可 见 [16] 但 这 里 的 证 明 是 由 Michael 给 出 的 
(K17]) 。 田 一 个 集 论 引 理 如 下 . 

Engelking-Kartowiez 53E EZ, 为 两 个 集 族 满足 如 下 
条 件 ， 对 每 个 4E%，BEY 都 是 |4|1<7?,18| 三 8， 其 中 Y 志 8， 
PLA SARE. 如果 

AnBzó, ACW, BEY, 


ANBAN +, ACH, bg” 
证 ue ERREF HFIS. 
or* = {(TOUM, TO BxoxX- Wy BESRA), KF 
NAEH, SIR 
Q/(A)ziAC: :AN ACA) 
是 非 空 的 ， Wig zb Ay © A CA) HAWK (Ad BAT REX 
的 第 一 个 元 ， 而 令 
T 4,7 A) Are 
BARN ACUTA EF *. 
BA, 4C BT NAT o7. Ni 
ptr NA NA: =A; N A) NCATN A,) 
因此 
TA TA, € 4A, 7 Ai, (1) 
3 E, HZ NT Er A 
AYN ACH", A ANALES", 
因而 
A, COA), A,;C CAS, 
MIRASA; ASA BAA. 
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E ={T AEM}. 
HC EC E-WASTE. 
(D NY EN, 
a 的 元 时 ， 
a Ta, 2n. 
据 (1) X, F — € v fi 
T= ANA Ts Gay 
由 此 可 断定 
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U «€ ,C A,. 
BIA «vY«B, BRL | G1 B. 
(1) NG EX*; BEB EENE NB - o. 
AAT~ANB+#OM—-VT.LCP MY, MX 
(TANNS@QN BG, Tae En. 
又 据 |B. B, WHE VRAT. ThA 
(Ta N\A) (TANT Go) =, 
(TT Bi XE 1^, | B. 

以 上 说 明 在 任何 情况 下 尼 有 | 人 ,| 二 8B， 这 样 当 我 们 令 入 = 
Eih, MARW ES E Bk, 事实 上 ss NNAN BHO, ACS 
OW BEX ,这 一 要 求 据 宪 之 定义 直接 可 知 ; 而 |N ] « B" py Erdós- 
Rado 引 理 便 可 知道 证 毕 

Engelking-Kartowiez EM [4j ur HH, 

RRM, WRASSE XNA Ko ad XM EPTSCS, X 
LE m HRA ,, B, «oc, RF, "ux 

u = -— v= is JL. 
x BK, L sy Sil WT ychonoft se BU s] TL X,ETUS,;sCSiHm 
JF dk Z nf S AE, 
遇 于 站 = 由， 因此 对 一 切 4E2 和 7E 有 ， 有 


K,f1 Lb, Q, 
令 
Be - (ACK t €T), 
9 ={BUL,)r ER}, 
其 中 


ACK, = {K,,.CX Ke HA, hito LM, sc Dj 
BL) = LI OF CX SW 948 PDA BHLZR, 


W s Ms = o 
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K,=11 Kees L = Less 
D, = (s€S X, ) D. (sC S1L, AX) 
显然 
K,fL,-o3BDOs ACK 0n BL,) #6 
容易 验证 
|A(K,)|<o, tcT, 
IB(L,)|xo*c-c, rCR, 
也 就 是 说 BW ，% 满足 Engelking-Kartowiez 引 理 之 条 件 ， 据 该 引 
理 可 知 存 在 集合 N，|N| 志 ce”“=c, 使 
A(K)NB(L)NNAG, tET, rcR, 
今 
= {s ESS: 对 某 个 K,,，t ET, p,(K,)EN} 
则 可 验证 rs,(2) 站 re (v) = A 证 毕 
本 章 一 开始 就 提 到 Rudin 首先 证 明了 可 数 个 紧 度 量 空间 之 箱 
积 在 CH 下 是 仿 紧 的 ， 从 而 也 是 正规 的 。 上 面 两 个 反例 说 明 紧 与 
可 度量 这 两 个 条 件 缺 一 ， 结 论 便 不 能 成 立 。 为 了 探究 和 证 明正 面 
的 结果 ， 须 要 一 些 预 备 知识 ， 也 在 本 节 中 阅 明 . ] 
仿 紧 (paracompactness) Zx]]XHRU4g JP Mo RAB 
有 限 的 开 加 细 (refinement) .er 所 谓 局 部 有 限 系 指 对 每 个 IC 
及， 仔 在 z 的 开 邻 域 x* 使 {4E.er . Au, +O UB I SE. 所谓 
FMA: O LEXW- GD 对 任 一 AC, 
存在 CE 史 使 4CC( 这 一 性 质 记 作 .of IG RV AC. ANP). 
定理 7 空间 是 仿 紧 的 充 要 条 件 为 卫 的 任 一 开 A AeA- 
ih a FT INA, 所 谓 o- 局 部 有 限 开 加 细 系 指 ，(i) AEX 
AFAR GD .ez 可 表示 成 可 数 个 开 集 族 之 并 ，.ez = es, 
每 个 .ex 。 都 是 局 部 有 限 族 且 .er AIF. 
证 必要 性 是 显然 的 ， 只 要 证 充分 性 ， 分 三 步 证 明 
(一 ) EHCAARARINA B (不 一 定 是 开 Im M). 设 
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ef s Jor BOM o- 局 部 有 限 开 加 细 ， PEEL (4,15€ 
S,}， 避 = LS,， 这 里 ， 指 标 集 8, 之 间 两 两 不 交 ,对 每 个 ES， 
令 

B= ANUL xs 

B - (B,:sc 8). 
下 面 证 明 锡 是 镍 的 局 部 有 限 加 细 。( 1 〉 由 于 每 个 .of <1， M 
HAIG. (2) MHP TCX, HE SEXNAR HR, RHE 
R<OMA, EL 使 xzE4。 设 2 是 第 一 个 使 存在 AE ,, TE 
A,R]n, WIzCB, . XUL BIS REXHJ—^ E sx. (320 对 每 个 z E 
开 ， 由 于 每 个 .er,。 都 是 局 部 有 限 的 ， 因 此 有 限 个 局 部 有 限 族 之 并 
-ef 也 是 局 部 有 限 的 ， 即 存在 z 的 开 邻 域 wz fE (AECL .er 


AD ws 夺 册 是 有 限 集 . 据 B, 之 定义 可 知 {B,:s EUS, HB, Nu 


$8} 也 是 有 限 集 。 但 由 于 z € 4,,E.er。，4。 是 开 集 ， 不 妨 设 wsc 
4。， 当 ?之 mo 时 所 有 的 B。(sES。) 与 4。 之 交 从 而 与 4s 之 交 必 为 
空 集 。 因 此 可 知 {B8,:s5 ES 有 BN 站 us 三 $9} 是 有 限 集 ， 

(=) PERC ARH aA PIMA (precise refinement), 
即 如 果 记 E = {C,: t€ T) 则 存在 局 部 有 限 闭 加 细 (Ftc T) i 
,CO, 对 每 个 :ET 成 立 ， 这 样 的 加 细 称 为 精 加 细 ， 

由 于 空间 耻 是 正则 的 ， 故 对 每 个 EC,, 存在 开 集 4 使 ?Eucc 
ICO, ACHR Gy, WEw} 也 是 名 的 加 细 。 据 
(一 )， 瑟 的 开 复 盖 zz 有 局 部 有 限 加 细 (ACID). Xi cl, 
HiG) ETEA: CO, 令 

F= U A, 
WF, (€T) 即 为 儿 之 局 部 有 限 闭 精 加 细 。 事 实 上 LA, ic ID) 
是 局 部 有 限 族 ,因此 U A= U A MP AR. 至 于 局 部 有 
MRF, IGM MLC TRUK (Fy, LET) 是 X 之 复 盖 等 要 求 
是 很 易 验证 的 ， 
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(=) 证 明 嘱 有 局 部 有 限 开 的 精 加 细 。 

Bez] = {Ars ES EER 局 WARMA. WHE 个 YEA， 
FRE- -IRV ,使 {SESA NV +b} BARR, WOR E 
(Vi. «€ X VB WV RAEM, > 

W= XNU{FEF:FNA, =¢}, 
WW, ARAR (AY 为 局 部 有 限 族 ， TRCAWA WS), A,c 
W ,。 下 述 两 个 性 质 很 易 验 证 . 
G) W.N F2 gH B [COS AC Fo, 

(ii) XPIARÁÀHF CA, (SC SsP (1 A, +O} HARBR, 
对 每 个 sSES， 择 定 C(s) CCMA, CC(s), 然后 令 4。 W 
C(s), W(u,:sC€ S) BB 2g RR. 事实 上 , C10 因 A,CW,fn 
C(s) 2 us, Hus ESHA ZH (2) XH u,, 有 
UIE, OBR: (3) Wd TzCcX, Hy dEXmIQMm 

有 限 的 开 复 盖 ， 故 存在 + 的 开 邻 域 4 使 


KP c :FN ub «o, (1) 
应 用 性 质 Gi) 便 可 知道 
l(sC€ S:4,0 u.3e)] <0; (2) 


因为 多 EX ZR, HORAE CIO, Ru, 为 有 限 个 盏 的 并 ， 
UEP MAR SARA MM, MA) 式 成 立 。 最 后 据 性 质 (i) 
便 可 知 
I{sES:W, Ns¢}) «oy 

u,—-W,gn Els ESU Nuse} «o, 即 {us:sE8} 局 部 
AR. 证 毕 

从 上 上面 的 定理 证 明 中 可 以 看 出 ， 安 的 任何 -- 个 开 加 细 或 局 部 
有 限 的 开 加 细 .eoz 都 可 改造 成 精 开 加 细 或 局 部 有 限 的 精 开 加 细 ; 
f -2(C5sCS), HEME Pu Co , 选 定 使 CC。 的 s = su), 
再 令 


üs =| ]iuC.oZ:s(Qu) — s) 


便 可 以 了 。 

定理 8 ”空间 已 的 开 复 盖 车 有 局 部 有 限 开 加 细 便 有 局 部 有 限 
的 精 开 加 细 ， 

定理 9 bf. XV) LM (suriective) 的 连续 闭 映 射 

(closed map)。 如 果 革 是 正规 空间 则 了 也 是 正规 空间 ， 

证 正规 空间 可 用 另 一 种 方式 来 刻 划 ， 如 果 对 空间 了 中 任意 
Pid uUv-Y WF u,v, BERL, PCY MECC, 
所 Cv 而 BUF =Y， 则 了 便 是 正规 空间 ， 

MY EE A hae Uo HY OF Ru, v, E W fHu) U 
fow =X, Af u), fo omRXPHATIR AES) AT 
XEM., Æ E W E A, BCX, i ACh 050, Bycf (oH 
AU B= X, idA- f(AD, B= f(B,), AFA ABH, BAY 
中 之 闭 集 。 显 然 

Acff^'(u)-u, Bcff^'()-» 
AUB=f(Ay) Uf (By) S f(A,UB,) SY, 
应 用 正规 空间 的 前 述 刻 划 可 天 了 是 正规 空间 . ir E 

事实 上 ， 连 续 的 闭 映 射 不 仅 保 持 正 规 性 也 保持 了 ， 7: 和 了 :性 
质 ， 但 不 能 保持 Z: 十 性质， 

定理 10 Ef AYRA EMEA, 

C10 XY X, Hf God Lindelöf 的 Of f 1 GO RUE 
开 复 盖 有 可 数 的 子 复 盖 )，y 是 了 中 任 一 元 ， 则 及 也 是 仿 紧 空间 ， 
(2) AAR EHS. 

证 HGWECIO. ROCRXH—-PI BR. Aly) 
Lindeloffy, MET ycY, WRECK HT eT HR €,- (ui 
notif CUE. 4 

V'-(zcY:f-'(z)Cl he,). 
可 以 断言 ?是 了 中 的 开 集 , E, BUOTOf REB p, JAN 
LIS D JEY ry psi. m 
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JOXNUS D s YNV*, | 

这 一 等 式 可 验证 如 下 ， zc f OX NL D 11x CXNLUISE, 
[flz-f(u;«f'G«XUM, Blze FNV”. 

{F7:yEY} 是 Z 的 开 复 盖 ， 由 于 了 仿 紧 ， 存 在 局 部 有 限 的 精 
MAW y EY) (应 用 定理 8), 令 R.- (iun f QW?) :y€ 
Y), Wj(R,:n-o) 形成 独 的 0- 局 部 有 限 的 开 加 细 ， 据 定理 Al 
XD XH. 

下 面 证 ( 2 )。 由 于 连续 闭 上 映射 保持 正规 性 ， 故 知 【Y 是 正规 
空间 。 

设 了 的 开 复 盖 客 = {us ES}. AiR i RS 是 被 某 序 

“< 良 序 化 的 集合 。 我 们 可 递归 地 定义 局 部 有 限 的 闭 复 盖 

Fi=1F:sES}, t=1,2,., — EA 

(i) F,,cf-'(u,), sES, 1-1,2,: 

Gi) F(R) NOE) =b, Es- -UP ,G D, 
事实 上 ,对 于 ;=1, 由 于 {fi(u， ):s ES} 是 X 的 一 个 开 复 盖 ， X fi 
紧 ， 故 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 。 再 按 定理 7 证 明 ( 二 ) 中 同样 的 方 
法 ， 可 以 找到 局 部 有 限 的 闭 精 加 细 ， 这 个 精 加 细 即 可 作为 多 = 
{Fats ES). 然后 再 考虑 也 的 开 复 盖 

@2={f-*(u,)\ ff (BL):sES)} 

同样 可 以 找到 安 ; 的 局 部 有 限 的 闭 精 加 细 久 ,= (Fu; SC S), 
F ,同样 满足 (i) (六) 两 个 条 件 。 BES, Fac f 104 S MAR 
WH. MAP 2Cfh UNIO (Ba) FN ff (Bo) =>, AN 

fI) a f(E a) = ġ; 
BJ Gi) 也 满足 ， 归 纳 地 便 可 构 作 出 一 切 多 ,1 = 1 2，… 

考察 开 集 TV ,= YN f(UF a). A U (F 5-1): s E858} 是 了 的 复 

HV Ch), RR 

VasNVu=o, st, 
可 以 断言 = (V,:5€8,671,2,--) 是 了 的 一 个 开 复 盖 而 且 是 
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ZZ 的 一 个 加 细 。 BLL, KRECH-TMALA 9 VER AA 
VacfAFOWF,CfÉ (2). PREY BY B—4- 5 38. (ER 
YEY, W{f (Fau): sCS)JEYISM H, HEFER) € 5 
fiiy Cf (Pecos Wmin{s(i);, 1=1,2,--} si.) Wa AY E 
V iagtos1 事实 上 ， 因为 y ESCE a » MARE), 有 

FOP aior) N FCE sciori) =O, S>S(ty), 
又 据 s( 记 ) 之 最 小 性 

y € f Fai 

因此 只 能 有 9# EV rapis. 

MRI EE RAF MA, A = CQ ati ES), 8A ua 
sC S) 中 的 元 又 是 两 两 不 交 的 。 这 已 经 很 象 是 局 部 有 限 的 了 。 但 
事实 上 两 两 不 交 的 开 集 族 不 一定 是 局 部 有 限 的 ， 须要 作 如 下 
加 工 。 

对 每 个 i=1,2,…， 令 V4= Vas MFA) inl, zu) 
是 的 一 个 开 复 盖 ,存在 局 部 有 限 的 闭 精 加 细 { Pt : i=1,2,…)， 
由 于 正规， 存在 开 集 厂 ,CY 使 

f(P)cW,cW,cV,, i£z1,2,--. 

M a NW: SES) 便 是 局 部 有 限 的 了 ， 有 lV uNW,, SES, 
$21,2,) 仍 是 了 的 一 个 开 复 盖 。 事实 上 后 者 是 容易 验证 的 .对 
任 一 xEY， 如 果 z EV,， 则 由 {Vo:sE 85S} 中 的 元 两 两 不 交 ， 可 
4 U,.-V,QGCV,,),f 知 I(V,,n W, : Va NUEG =i; 如 
果 xz&KV， 则 可 令 U ,=Y 了 /Ws， AV a NWEV NU 2 0)92 
集 。 因 此 是 局 部 有 限 的 ， 证 毕 

x«-Lindelóf 空间 的 任 一 开 复 盖 sek 的 子 复 盖 ，x flo 
的 基数 ， 跨 称 该 空间 是 kx-Lindelaf 的 

X0] 设 f/， 了 了 是 到 上 的 连续 闭 映 射 , 且 对 每 个 y EY， 
fuy) Lindelöf H, M Y-F -Lindelöf 的 充 要 条 件 为 下 是 K-Li- 
Ce, 
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HE ” 先 证 必要 人性， 设 客 是 二 的 一 个 开 复 盖 ， 与 定理 10 的 证 明 
(1 ) 一 样 ， 对 每 个 yE 了 ， 选 定安 的 可 数 子 e, Oc 
€, & 

V'-(azCY:f-z)cL Je, 
(V: y € Y J&Y I—^ 31: un. 由 于 了 是 X-Lindel6f 的 ， 故 存在 
FBV": yCY\3, HPV cY, |¥,|) «x, T te LIU Vv: 
yCY, EIE MT Mu. dg HOA <o, [JY «x, KEM 
AE A R0, 

再 证 充分 性 , 设 2 J&Y IN — PAR I Cf 1 (0): u E2 He 
AWE. AXfix-Lindelof Hj, AMA de dk Hexxnpya 
wS u u€ 7,), Aic, | | <x, TEC VB AE d 
AE em rs. WEHE 

对 于 可 数 次 乘积 的 箱 积 ， 可 引进 一 商 空间 (quotient space), 
巧 可 使 仿 紧 性 的 讨论 更 为 方便 ， 一 般 说 来 ， 一 个 空间 瑟 中 定义 一 
等 价 关 系 *~”， 则 等 价 类 所 组 成 的 集合 赋予 如 下 拓扑 便 称 为 原 空 
闻 之 击 空 间 ， 商 空间 中 之 子 集 x* 是 开 集 当 且 仅 当 LJu 是 原 空间 中 之 
开 集 ， 商 映射 俐 是 把 等 价 类 中 的 元 映射 为 该 等 价 类 的 映射， 

XOX, TERRA ty, W {n<@:a(n)#y(n)} 为 有 限 
A, 则 称 he, y 等 价 ， 记 作 x = *y。 由 等 价 关系 “=*” 确 定 的 商 空 
[8] fi 为 LX 的 nabla 室 间 ， 记 作 VA, PA id fE g: OX, = 
NW sc 
id 31312 I Tri O Xx, Hi TOÀ NP GE TeX 2q, 21,0" 

T) = nga, 即 为 DX SX, zB. 如 果 对 每 个 
x “ELIX, 中 的 开 集 , WE = n {T (u): b<o} $X, p 
之 开 集 . 

证 容易 验证 rz* 是 连续 的 ， 设 PE 已 ， 存 在 2 WAV 
Vict (a), 不 妨 设 

V*= X, XX xex X4axVIRXxV5 x. 


bh) 


其 中 每 prick) EX, TN & 
Waef HF iban, We Wa 
WALI ROX 2S 
=[liV':k<@}; 
pcWc[)irz'(w*»s:bco)-H, 
BUR] AY AH J&[ X, 中 之 开 集 ， 

引 现 13 4 ig X (<O) 都 是 紧 空 间 时 ， 投 E Te: O, e 
LX CAES A TRAY. 

证 连续 是 显然 的 。 具 要 证 明 T EMR A RK WT 
归纳 地 推 得 - - 般 结论 . FEX, 中 的 一 个 闭 集 ， 经 证 TC) 
C HX Bp ZZ EI. Bs EX) €t, (PF), Biri yg 
积 开 邻 域 组 成 之 pe. Um RR "ET (FZ Ro, WME -VE 
Be) RAV OUP Ad. BEIA n 08):V € (1) ) E 
FAREM, Tj 

d = {PT (VINEF):V E By!)) 
也 县 有 有 限 交 人 性质， 其 中 Pp。 是 门 X; XO CRY. HEX, D 
AP FEL, © X, 
zo € ( 145 

也 就 是 说 zo 属于 每 个 po(Ti:(V)NF) 之 闭 包 . 因此 对 任 一 VE 
(21), xf TE—JT AI Lu A 

Uo N CPTI (VIN FP) 
BiffiEyoC X, Wy EuN p rN F), CREWE’ 
Way Sl X 

Qo Fo di, €t; (CV) OF, 

从 而 

ors > € Gu x Von P, 
ux Vin. WE AUPE. rókdMEND <a, rb BP OB 
p FH. pxOn.2b 6r. (R^ :方面 ,由 y ates, CP), RD 
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(2, tD EF, SEABs Wr PENR, Br 
m4. 证 毕 

定理 14 WREPX MERE, MERN: OXX 
是 连续 的 闭 上 映射， 

证 连续 性 是 明显 的 ， KEX OP LAR. 要 证 明 q CK) 
ROSVXSBZBIS, 只 要 证 明 g-!1g(K) 是 口 X :中 之 闭 集 即 可 。 易 知 

7 q9(K) = UG n GO 19), 

A 为 LA NUJ( T CE) tk<o} = Ce (COXA): k 
O}, 而 据 引 理 13， (KEX, 中 之 闭 集 ， 因此 由 ts 之 连续 性 知 
每 个 z OH, NnO0) EER, 再 据 引 理 12 可 知 可 数 个 这 样 的 
开 集 之 交 也 是 开 集 Br A LG v CE) :E—0) 是 AR, ERE 
qq CK)EBIS, 证 毕 

定理 15 VX oH K (如 果 空 间 中 小 于 4 个 开 集 之 交 仍 为 
开 集 ， 则 称 该 空间 是 4- 开 的 ) 

证 OL: Lag Ye 是 满足 9 = osTt 的 映射 。cr 是 连续 且 
到 上 的 ， 这 是 因为 za 不 仅 是 连续 的 而 且 是 开 映 射 ， 事实 上 [LX, 中 
WE PERO V JE Xs, 2 RT CIV, ) -ny BOX, 中 之 
HFE; 53 —JXr 8x. 中 任 一 开 集 是 基 开 集 之 并 ， 可 见 其 像 也 是 开 
集 ， X ROV X ,中 任 一 JFf&u,0,'(u) = (q1;')71(u) 2 1,q07 1 (9), 
BI LOX sr 2 IPM, 

RV ih VX; 中 RFE, k<o, HRV? HEV Xe pii 
FA. kgv d m 

qt - [mi V») 

HOr, c, 2 e SHE ANS] BELL AT Ag (OY) ROX, 中 之 开 集 。 据 
商 映 射 和 商 拓扑 之 定义 可 知 [_1 扩 是 VX 中 之 开 集 . 证 毕 
定理 16 设 每 个 X， (i 之 0) 都 是 紧 空 间 ， 则 下 述 命 题 为 真 ， 

(1) Ux. DEIR ALE V. X AR. 
(2) 对 任 一 无 限 基 数 4， mi Fa: A-Lindelóf 的 充 要 条 件 为 
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V X, & A-Lindelóofftlj, 
”命题 (1) 是 定理 10 和 定理 14 的 推论 ， 命 题 (2) 是 定理 11 和 定理 
14 之 推论 。 

定理 17 设 4 是 一 无 限 基数 ,如 果 空 间 天 为 4~Lindel6f 和 4- 开 ， 
则 互 是 仿 紧 的 。 

证 ” 育 先 讨论 1=@ 的 情形 。 此 时 空间 是 Lindel6f 的 ， 由 于 我 
们 所 讨论 的 空间 都 是 正则 (有 的 作者 ， 如 Engelking， 定 义 
Lindel6f 空 间 就 是 正则 生 对 每 个 开 复 盖 有 可 数 子 复 盖 的 空间 ), 故 
对 每 个 XC X, FERRU ,,V tër EUCU:CV 4E, € fix 
的 一 个 开 复 盖 。{U :x€ 关 } 也 是 下 的 一 个 开 复 盖 ， 由 Lindel6f 性 
Ws FEM RFR BU, inco), 4 

Ws= VN Uz.» k«o, 

则 {Wi:h<@} 便 是 多 的 局 部 有 限 的 开 加 细 ， 事实 上 由 于 VU, N 
W,-óX*pI—U) a>k Mw, (U.:n-o) X. d X fj BH, 因此 
(W,:k-o) ERWA., XHE—zCX, HEV, 0) 也 
是 下 的 复 善 ， 故 存在 最 小 的 下 使 >zEF。 WR REW 可 见 
QW,:b-o) JàX 2 bs. BF (Wusbeco)-Qw Wj kk nA 
"T. 

现在 讨论 1 二 @ 之 情形 ， 此 时 外 是 零 维 空间 ， 即 是 存在 开 闭 集 
为 基 的 空间 。 事 实 上 对 每 个 开 集 UV 和 任 一 :x CU, FX RIE 
可 以 找到 可 数 个 开 集 V.，k<w， 使 

Cf Wes Via CVinCVecU, k«o, 
X B T X Ko, -Lindelófit], We = 人] 天 := W .是 一 个 开 闭 
集 ， 所 有 Wzu 组 成 之 族 显然 是 的 基 ， BS fe XM FAR, 
AGRE HF ARHAR, H F a-Lindelof 性 质 ， 存 在 子 复 盖 
(V.; a<A4}。 令 
| W.-V.NLJV,:8-—a) 

由 于 冬 又 是 和- 开 的 ， 所 以 LJ{Fs:， Bole, PULTE W. 
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ERME. ERW.0W,-ó, ab, BW. aa) XE XI 
x. DER ARI. E EPSIXU;j. WEE 

这 是 一 个 非常 有 用 的 定理 ， 在 下 节 证 明 某 些 正 面 结论 时 ， 我 
们 将 不 至 一 次 地 应 用 它 。 因 为 由 定理 15， VAX o- 开 的 ， 因 此 
从 要 能 断定 VX， ko, -Lindelöf H], ERE IJ RE RITE EI SZ X j 
DX, 从 而 由 定理 10 口 X， 也 是 仿 紧 的 了 。 


33 集 论 假设 


本 节 阐 明 下 节 中 将 要 用 到 的 一 些 集 论 假 设 , 这 里 当然 是 指 
ZFC 以 外 ， 即 Zermelo-Frankel 公理 体 系 加 选择 公理 (Choice 
Axiom) 以 外 的 集 论 假设 。 凡 是 要 用 力 迫 (forcing) “Say PIED! 
该 假设 与 ZFC 相 容 的 地 方 ， 我 们 只 给 出 出 处 而 不 阐明 证 明 过 程 ， 

Martin 公 理 是 最 种 用 的 集 论 假设 ， 通 常用 偏 序 形式 阐述 ， 设 

(P, <) 是 一 偏 序 集 ，p,9 C P 称 为 相 容 的 〈compatiblc) Elg 
3r€ P(rzpArTsg) 如 果 p,g 不 相 容 则 记 作 pla. ILACP, 
奇 4 中 任意 两 元 都 荐 不 相 容 的 ， 则 称 4 是 P 的 反 链 (antichain, 
如 果 己 中 的 反 链 都 性 可 数 集 ， 则 BK 已 满足 ccc (Countable Chain 
Condition), ROCP, WR vpcP,3q«p(qCD), WskDzP 
RAR (dense), GCP, BGR FRAME, WEG IP hf 
Æ F (filter), 

Ca) Vp,q€G, drCG (rxpAr«q) 

(b) VpCG, VqCP(qzp-q€G), 

Marting E 设 (P, 声 ) 是 非 空 的 满足 cce 的 偏 序 集 ， 再 设 
纪 是 :中 某 些 稠密 集 之 族 ， 如 果 | 多 | <e, MUFA P 中 的 滤 子 
G fifi 

VDc2P (Gn Ded), 
P(e) RB (P(c) principle) 设 .ef dE o 中 无 限 集 组 成 的 具 
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有 强 有 限 交 性 质 (有 限 个 元 的 交 是 无 限 集 ) 之 族 . 如 果 Le 
c， 则 必 存 在 无 限 集 BCo, 使 BC* 4 对 每 个 46€ -wf abr Bc" 
Ak Jg BN A Rog BR). 

Booth ® MartinA Hi —— P(c)J8 ll, 

证 iE(4.co. ak) ul n v fg PR PEI IR Hc, 


令 
P-((f,F), fco, Fcr, |f| «o, |F| <o} 
HEM (9g, G)<(f FH 


fog, FCGHg\fCL Aa. 

(P, 达 ) 是 一 偏 序 集 是 容易 验证 的， 下 fat ie BCP, <) ae E 
ccc, WX E, MH {(k., Ka) eC L}CP LER if HH; B 
IL| 过 ou。 由 于 @ 中 所 有 有 限 集 组 成 之 族 [o]<" 只 是 可 数 的 ， 故 而 
邦 在 一 个 有 限 子 集 上 使 £。 = 上 对 aEQCL 成 立 ， 而 8 也 是 不 可 数 
Hy. XX FE, We, BC, Wl 

(k, K.UK,)<Ck,, Ka), 
(k, K,UK,)«(k, Ks), 
即 己 的 每 个 不 可 数 子 集 必 存在 相 容 元 ; 所 以 严 是 满足 ccc 的. 

令 有 so= {(J,F)E Psa€EF}， 这 里 a<x。 易 见 XH FP, 
事实 上 , 任 取 (kK,8)EP, Weck, EU(apD€eX,, H (k, EU 
(e) x(O,E), BA Xatar} =K<e, 

据 Martin 公 理 ， 存 在 滤 子 GCP, HEN Xd, Ref, 

F,.)€G( Xa, act, 而 令 4= Ufa. 下 面 证 明 4C*4。 对 一 切 
2<t 成 立 . 事实 上 , 如 果 zE 4N4。， a 为 任意 取 定 的 x 的 序 
Be, WA Er Cha, AMANA Cfa MAANA. JARE. 
MAA AeA, MFE B<, 使 eC Az; HescA., WH 
t €( \A(AWCEF.), BAG. PO, (fa, Fo BA, A 


(g, W)EP, 使 (9， MO, Pals Cg, W)<(fa, Fe), 
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Hig, W)<(fe, F,)fiecfanfAlizcg, B di(g, WoxC(f., 
F), z € gflle El Ar, 便 可 知 zE FA GNf C14)». 证 上 毕 


KAA, MYR, = De<y, y<zilla<z; 
Gi) r&y, yxzxW|zr-gy, (ii W-Wcex, rsr 这 三 个 条 
件 的 关系 。 拟 序 (quasi-order) MEISE EG, GD 两 条 的 

Eo 中 定义 一 拟 序 三 * 如 下 ， # f.g€9o5,(n«o f(n)> 
g(n) AAR, WeP<*g9, minfEg"f. MWPTRAR NE 
“oo 中 无 界 即 是 指 它 在 〈2o ,到 *) 中 无 界 ， 即 对 任 一 9E oo BF 
fef € A, fit f$*g. 2o 中 子 集 4 称 为 在 @o 中 全 控 (dominating) 
是 指 4 在 %6 中 共 尾 (cofinal)， 即 对 任 一 gE' ao 存在 fE4 使 
9 三 *f， 下 列 两 个 著名 的 基数 分 别 由 F。Rothberger 与 M, Katéto" 
在 1939 和 1960 年 引入 (可 见 C 9 5), 

b= min( |B| : BÆ 99 中 无 界 } 
d = min( |D| :了 在 oo 中 全 控 } 

R AC 99 称 为 2o PRR (scale) 是 指 它 既 在 Oo 中 全 控 
又 是 关于 到" 之 良 序 集 且 IA 为 正规 基数 . 如 果 Id| =a BA = 
(f, €'fi*x* fmt, <A}, XU AXa-ISR. 

大 家 知道 ，- 一 个 序数 可 看 作 比 它 小 的 序数 之 集 ， 而 基数 可 定 
义 为 起 始 序数 ， 即 比 它 小 的 序数 不 能 与 它 一 一 对 应 的 那 种 序数 . 
所 谓 “ 是 正规 基数 是 指 w 中 不 存在 序 型 为 起 始 序数 B 的 共 尾 子 集 ， 
而 8 一 c, 

定理 18 o,<b<d<c, 

FKE, All| =c， 所 以 d 志 c 是 显然 的 ， bxd HHEN 
EHAE, 0,<b AW 9o 中 任何 可 数 子 集 都 不 可 能 在 oo 中 无 
界 ， 我 们 可 用 熟知 的 对 角 线 法 找到 可 数 子 集 的 上 界 。 

定理 19 65 是 正规 基数 ， 
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证 ” 按 b 的 定义 我 们 可 以 找到 一 个 AC%, Hi A Eo 中 无 
界 , |A = 5 日 4 是 关于 三 * 的 良 序 集 。 事实 上 ，4 可 归纳 地 作成 ， 
据 5 的 定义 知 存在 BC Oo To PEA, |B! =b, HB Bd 
B= {f。:Q 过 6}， 则 对 每 个 8 二 6, 可 以 确定 一 个 9s€ 99, Bigs i: 
G,-(f., g,:9«B) ZER; 这 是 能 够 做 到 的 ， 因 为 |G 4| <b, 
G: Eo FEELER. 这样， 令 4= {gs:B< 二 5b} 便 是 符合 前 BAX 
HERET. 
有 了 上 述 集 4， 定 理 的 结论 便 是 显然 的 了 。 证 毕 
定理 20 b= d 当 且 仅 当 在 2o 中 存在 6- 控 尺 ， 
这 个 定理 是 6，d 定 义 的 直接 推论 。 
读者 还 不 难看 到 CH 过 在 %6 中 存在 @,- 控 尺 。 进 而 言 之 , 还 
可 推 若 下 述 结论 ， 
定理 21 P(e) 原 则 地 在 6 中 存在 c- 控 尺 ， 
证 存在 c- 控 尺 相当 于 说 b=c, 也 就 是 说 对 任意 的 儿 C oo ， 
如 果 |Z| <c, WHER. 
id 多 =14f。:0<K},， x 是 小 于 6 的 基数 ， 还 不 妨 设 每 个 f。E 
O o 都 是 递增 函数 ; 如 果 不 是 ,我 们 可 用 一 个 递增 的 g。(g。 宇 *f.) 
NGS, 所 得 D={g.1a<K} 之 上 界 仍 为 多 之 上 界定 义 7T， 
0 o 0X0 如 如 下: 
Tf)= {n,m) :no, f(n)>m}, f € % 
B 
Bj-((n,m):nzk, (n,m) €v(f)), ka 
MAB =f). + 
SG= {Bi:f ED, k<o} 
Méctrexe, IP HoxopABee RK, Alf] <c. 把 px@ 
看 作 @ 而 应 用 P(c) 原 则 ， 可 知 存在 无 限 集 4Coxo， 使 
AcC*E, Ecd. 
SH = (n-o., AN {nr} xo)*éh HEHEA RB! M k ork fF — 
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W, BIELLA 976 E. BMG C" T 
qg(n)-min(CA(l Cin) xo)), nC H, 
HAC Sf), FUAAPES RHE AM n dp PASO < 

g(n), HiiEX AC Oo 如 下 ， 
h(n)-g(min(kCc H, kzn)), n«o, 
ATTICA ABH, BIEDUHSTICAZ, 
f<*h 

RL W DA GR. 证 毕 

推论 22 MA=> Eo 中 存在 c- 控 尺 ， 

总 所 周知 CH 二 他 MA, MHEMA- CH GERR H. Hit 
论 22， 我 们 又 知道 了 在 %w 中 存在 ce- 控 尺 也 是 与 ZFC 相 容 的 。 不 
仅 如 些 ，S。H。Fiechler 还 在 C10J 中 证 明了 下 述 结果 ， 

定理 25 (1) 设 4 是 满足 @, 志 4 志 c 的 任 一 正规 基数 , 则 在 2% g 
中 存在 人 - 控 尺 是 与 ZFC HAN, 

(2) 不 论 4 必 什么 基数 ， 在 %6w 中 不 存在 4- 控 尺 也 是 与 ZFC 


(3) d=c 与 不 存在 c- 控 尺 在 .ZFC 中 是 相 容 的 ， 

从 以 上 所 述 的 定理 ， 我 们 知道 了 下 述 蕴涵 式 ， 

=> É o 中 存在 控 尺 ， 

—»d-o, 

fH JE f P ZR PARES EAB AR RU. gt e TOR E fiib Dt 
wah ZPCHA, m HdEXe4 I. 


$4 可 数 个 紧 空 间 箱 积 仿 紧 
性 的 相 容 性 结果 


本 章 一 开始 就 提 到 M.E.Rudin 首 先 证 明了 在 CH 下 可 数 个 紧 
计量 空间 的 箱 积 是 仿 紧 的 ， 其 后 K ,Kunen，E,van Douwen 等 人 
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CH=>MA 


RAKTAI A R Ros M HU VEI. BEL, Lawrance 
又 证 明了 有 理 数 空间 的 可 数 次 箱 积 的 仿 紧 性 也 是 与 ZEC 相 容 的 ， 
但 是 至 今 人 们 还 不 能 回答 这 些 结果 是 否 是 绝对 的 或 立 抑 或 是 独立 
地 成 立 ， 即便 是 对 最 简单 的 这 类 箱 积 空间 如 [ok@+1l)， 人 们 也 
不 能 作出 回答 。 
EHAR RR weight) 三 (党 )， 玉 的 拓扑 基 的 基数 中 之 最 
AG. 
定理 24(CH) HER X,G—o)WEHW(XQOso, W NIC 
45 5. 
ü HF W(X), HEM (LIX, Sos 5 实 上 ， 
— Bax shdkX om 15 3^ 35, 则 B= {Ilu,: u€26,) 是 
;的 一 个 拓扑 基 。 显 然 B| So, 在 CH P = ET! 
s «qn? = 2" = o, HE A EW OX) <o, WAX ,之 重 
Ssa MAERA Gp TT RLY <o, EZET 从 而 知 ! JA c 
Lindelaf 的 , 据 定 理 11 和 引 埋 13 "BERE V X, 是 o -Lindelofij], 
"n 定理 15 SPELTE X BER ETT 定理 16 知 中 XX， [Dj 5. 
i E 
Back, Reming 8 r) tx) ha RAG SBS 你 为 点 
x 的 特征 (charaeter) 记 作 x x, X), MPN s, Xe, X0 LR 
FR SAX GE, Ex X). 
WRX X), WARES inj ETA. 
满足 下 述 条 件 的 基数 a 中 其 小 的 一 个 称 为 空 Je] X fj Lindelót 
2. WEL): X BE SPEER <a fy FH, HL 
(X) =a}, X EX Lindelöf” [8], 
xe HB25( Arhangel' skii EJH) |X| xi2*00:200 i 
这 是 一 个 极为 重要 的 定理 , 它 它 回 答 了 Alexandroff 提 出 了 50 年 
之 4. 的 凌 名 问题 ,是 否 每 个 第 一 可 数 的 紧 空间 的 基数 郁 过 2* > 
LE PAS — RIZR hxc X) =a, L(X)<o, 因此 |X| <2", 
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这 个 定理 的 证 明 可 见 [ 4 ]。 

定理 26(CH) WER 个 了; K, RESTA H, 则 Ux, 
是 仿 紧 的 。 

这 个 定理 较 一 开始 提 到 的 Rudin 给 出 的 结果 更 一 般 ， 

UE dB TXOXO«oHL(OX, xo, RER 定 3825 A |X < 
2". Æ CH T, BA |X| «o, ico, HARZ XX) So, 
i <o, WA WO «o, i<o, BUG N/A 理 24 可 断定 OX, 
dX. 证 毕 

事实 上 ， 上 述 结果 在 MA 下 也 是 成 立 的 . 

定理 27 Œo 中 存在 c- 控 尺 ) ”如 果 每 个 X, 紧 且 第 一 可 数 ， 
WOX EAKR. 

BE. 首先 证 明了 VX 是 。- 开 的 。 取 定 9(z)eVXi,ze[]X,。 设 
u "(a k) iq Gr RIFE AR, 这 里 此 是 一 小 于 ec 的 其 X. 对 每 个 zie 
Xn, BVa: <o@O} 是 z 的 邻 域 基 。 再 设 对 每 个 xc< 友 ， 

q(T WV ni) cue 
其 中 fseoo 。 因 在 oo 中 存在 c- 控 尺 ， 而 |(fata<k}| <e, BFL 
存在 9E2o ， 使 

f.&*9, <k, 
Wg (CAV 8) 0B Jb g (2) 2 FF PAL 

| «(vcn 
这 说 明 [ u WIP HRs dut s X, 是 c- STFA. 

其 次 ， 据 Arhangelskii 定 理 ， 而 天 。 紧 且 第 一 可 数 , 所 以 [X «| 
«c, no, -FRW(OX,)0xc,. WAS M24 bie FE 的 证 法 可 知 
W(Xose. BUE BY A a WV X 5) <o; Heh. MRA, id 

Xi ico, Ju B = (ru; :u€ 4, SALIX ZX Hx 

, qc) = (qCB): BC B}— wR X, 之 拓扑 基 ， 故而 
WJX, y<ce, IAW AX, )«c, WHEY X | Jc-Lindelófffg, 

BERYX, 是 c-Lindelcf 和 c- 开 的 ， 据 定理 17， 它 是 仿 紧 的 ， 
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Ki 1X D. 

AF aq B)— REY X ri 呢 ? 首 Hq” !qCTTu,) p) 
CX XC SC da x Ta) J[ ]X LIER, 因而 据 商 托 扑 之 定 
Xg (iu, VX, 中 的 开 集 。 其 次 车厂 是 V X, 中 之 开 fS, CW Wh 
rW EDX; 中 之 开 集 ， 取 定 y cq Kr), y EWH QW) 
之 内 点 ， 故 存 在 开 邻 域 BE £2 Hy € BC q7 (0), 于 是 
| z=q(yEq(B)cCW, 
HETE CARD REV X Rd MS, 证 毕 

有 趣 的 是 我 们 还 可 以 把 此 命题 成 立 的 集 论 假设 减弱 为 d = c. 
为 此 先 证 明 下 述 引 理 ， 

5128 qd = c 地 对 一 切 Fc oo 和 一 切 I CCo3"(Co2" Xo 
中 所 有 无 限 集 组 成 之 族 )， 只 要 |F| + |] <e, VE E gE % 使 
(n € Psfin)«q(n))x»Xy—ufcr, PEIMBARBA, 

证 HASEF, PCI, jgX. hs € oo 如 下 
| hyp(n) = fCmin(PN{E: Fn})). 
HF IF| + «oc, & m likre f EF, PEIN «c. ig d=c, 
{hsp:f EF，PET} 不 能 在 %6 中 全 控 ， 故 存在 9E ?o 使 

l{n<@:hsp(n)<g(n)}| -o 
X—WfcF, Pell. AAEM 
(n P:f(n)«g(n)| =a, 

M—Wfc€F, PEIR. BM EAR eg ROM PR 数 ,这 样 对 
f BEA p (n) gn) RRAEBUn, 存在 m=min(PN{k:k 宇 4})， 使 
g(/m)zg(n)h,p(n)-f(m), 

因而 可 断定 [(n <P: f(n)<g(n)}| =a, 
定理 29(d = c) 如 果 每 个 习 , 紧 且 第 一 可 数 ， WOX R. 
证 rue ATE X, Ht FE LE FG Th 1628 i E c- 闭 条 件 ， Xi. 
c 8 H. |-e7| «e, 则 Ur ENE. 


令 
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: B= (YN Bu: BEX HR, HBC Bi} 
"Dice RS ER, EKE, 设 A<c,， Mi "paca, Bas 
TV Bak BF WHK =! B B。 是 VX 中 之 闭 集 。 任 取 yY E 
7X. NK tiui: kw) Ry. € X z AEE, E UB IE use Cure, 
ko. 
RE A, Bly € KY € Ba =) V Ba st Hef «€ oa， 
无 限 集 P。 Cw， 使 | 
Wis cl Bir a =, EPa. 
H Face, PRU Hfata <a + [{pata<a}| «e, H 28RA 
f£frg € 9l {iE posf aC) X900) = AARE, LEG 
Uic |] 有 ea =$, tEla, 
AAG I> faia), Mitio Cisco. XE, OE FE 
意 的 4:<4， 有 
Vitucof IW Bie, a= 
Milt Mtis K IV Bex PLI ac À 
HF Yuso ity ZBI, 故 可 斯 定 YEK, BAHAR, 
有 有 了 具有 上 述 。- BITE S a fh EB , Scale ett 
HT. EE-E VX, ZO€E—JI AX. i Arhangel'skiis iA,{ x 
c, i« 2, 从 而 知 TX. <c, ^ HF Vx. =e, SR 
fis VXis {fat a<e}, 我 们 可 对 每 个 B 之 e， 归纳 地 确定 Bug 
e, Ji, : Bc) FES I Im 2 A PY PRA A, Bill EV X OP. 
事实 上 ， 设 ”<c， 再 归纳 地 假设 对 BABY, 4 ,- (B, € Bia 
二 有 已 经 确定 且 满 足 ， CILY Aya a<B} CL! B ep; (2) H] 
Cs (3) Ba, a—B, [EIAS AE WR RR IR HERE A A, = 
中 多 1， 即 可 。 和 如果? 是 后 继 序数 ， 记 ?= A+1, BIB <e, ho- 
AE, nf JA EA fé. be, - min((f.:a e) NLJ48,), 
显然 0; 宇 XP, MEO, Br faece CUZ, 由 
TUA IPIS, WARE, CIF, CB, BM (IB. = 
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ó, HB, IC, XGA Z2, = Z2, (GB, MERE WE C1) ,02, 
Ca) 4 
最 后 应 用 定理 16， REL TX EDRN. 证 毕 

以 上 证 明 首 先是 由 J， Roitman 给 出 的 ， 自然 会 问 ， 如 PER 
论 假设 疏 成 在 %w 中 存在 控 尺 (不 一 定 是 c- 控 尺 )， 这 一 命题 是 否 
仍然 成 立 呢 ? 遗憾 的 是 还 没有 找到 这 个 证 明 , 但 是 van Douwen 
给 出 了 下 述 定 理 (C 6 2). 

定理 30 Elo HFEA AFAA R 且 可 度量 ， 则 
OX ,是 仿 紧 的 。 

证 设 x 为 一 基数 .一 空间 蔷 称 为 x- 可 上 度量 的 是 指 存 在 一 
函数 
0:X xx € (X), 
FPO CX) Eo X BERI RAM ZO, W: Ci) foe, ara 
二 对 定点 z 的 邻 域 基 !， (40) 对 任意 的 z yEX, a, Bw, dn 
axi <a> yCo(z,a)-0(gy,B)Co(z, a), «bb y € o(z,a) 
-»0(y, B Nol, a=, 

Hef >acef(x) =minfy:y 为 与 K 共 尾 的 序数 1) 时 ， 这 一 
冠 义 和 普 通 的 x- 可 度量 定义 相同 。 

VA 7 Vi 是 人 WIS. 

ii, k<o, TEX, Bia, b) 表示 XH eH ME BG 
27 '-JFER. CR At, BHA) ， 它 们 满足 下 述 条 件 

(1.1) (B,(z, kb):k-o) ok Bie, 

(1.2) XJ— UI, y € X d, Lo, t REL, «a» y € 
B(x, kt 1) B,(y, L+i)CB, (a, E), <b> y € B, (v, b) 
By, LU - D B,(z, k+1)=¢, 

读者 不 难 验 证 对 度量 空间 也,， 上 述 的 Bar, E), ico, k< 
@， 是 可 以 作出 的 ， 
对 > c LX RU € 99g Y. 
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V (x, P= VBE, fcc k). 
因为 存在 和- 控 尺 ， 不 难 知道 VX 是 P- 空 间 〈 可 数 个 BRAZEN 
AD . 因此 当 4= (f, E* f «t Tf Pe aA} EP gt 
A-TE RA, 

(2.1) (Viz, f.):aA) ich FABRE; 

(2.2) Xj--Ujs, yoV Ri, fa, f;,€ A, Hapit, (amy 
€V(z, fa) V U, f DCV CE, fads Ory €V(z,f.) >VU, 
fa Nv, f.)= 9. 

以 上 说 VX :是 -可 度量 的 。 

(2) 每 个 k-~ 可 度量 空间 是 仿 紧 的 。 

Ho, X xk CX) ROG), GOB. We, "wf 以 断 
EX — Hr, y € X, ax, hy €o(z, a), ii 

aly, @)=a(z, a) (1) 
事实 上 ， 据 Gi), MyCco(z,a)nf, HAY, a)co(z, a), 
MAF, Eoy, x) CRM, JR Gb, oy, a) Noca, 
a=), ARo, e)co(y, a), 
Wi v JE X j-- 7E BR, Mer Xn, 
B(z)-min(acx: IA Cu(o(z, a)cu)), 
于 是 
ai -(o(z, M(z)):xc X) 
FEO? t] — A Jt 2 s if ELTE RR TG Re, MTB x A 
仿 又 的。 下面 证 明 ,ez 中 元 素 两 两 不 A. Bee, yCX, Ka)s 
u(y). WRy €or, R(z)), HGF 
oly, H(y)) Nola, n(x)) 2d, 
NEU H(z)), dà C1) RA 
aly, M(z))-o(z, M(z)) 
由 上 2 Z RE, Aou), Miu) =u), Eoy, 
B(y)) -0(z, H(x)), ur tE 
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h .kunen 还 证 明了 下 述 定 理 。 该 定 地 中 把 前 述 命 题 中 的 第 一 
可 数 条 件 代 之 以 散 空间 ， 一 空间 称 为 散 空 间 (scattered space) 
是 指 任 一 子 集 中 总 含有 该 子 集 的 一 —A- Ol wy Csoleted point) , 

定理 31 (CH MW REPX RAM, IL HX EA 空间 ， 

证 对 任 -: 空 间 马 ， 可 按 下 述 方式 定义 - -个 集 列 称 为 的 
Cator-Bendixon}¥#l], XV =X XP afte XVa RAXA 
MLAN 当 ? 为 极限 序数 时 ， 互 = 门 { Psracy}, PER 不 难 
验证 ， 苹 是 散 空 间 之 充 要 条 件 是 存在 0 使 了 ”=8， 每 个 “都 是 
X hZHBHS, HXC'"25X("725-- 2X5... 如 FLX He RK I, 
则 使 X'"- PAE SS — AS a SEGRE RRB +1, AXP 
为 有 限 集 ， 这 个 8 就 称 为 下 的 级 (rank)， 记 作 有 = rank(X), 

Ur tt 站 二; 的 一 个 开 复 盖 ， 我 们 将 找到 宕 的 一 个 基数 过 c 的 
BAS. . WEAR CF REC ES EWE FCCrp, WJA g= 
{Cri FCF ICE, CUAL X S S E. ke] «c AHX, 是 
c-Lindel6f 的 ， 据 定 理 16， “VX; 也 是 c-Lindel5t 的 ， 在 CE 下 ， 
VX :是 @,-Lindel6f 的 ， 于 是 据 定理 15，; AE BE VT E PR 16 (1) 
ar 1X rie. 

FREHNHEB BOTE A A MC eM A 

BH, $&T-ce*"i-LJÜce:i£Z09), Hh 表示 长 度 为 E 而 
Mae RH, Bhs ET 都 是 一 个 序 列 ， 其 长 度 L4(s) 为 
可 数 序 数 ， 如 果 1<Ls)， 则 s |q 表 示 s 的 前 段子 序列 ， 其 长 度 为 
1。 设 sE7T，&Ec， 用 su 表示 这 样 一 个 序列 ， 它 是 在 序列 s 之 后 
接 上 元 & 而 成 的 新 序列 显然 sl 的 长 度 为 K(s) +1, 

下 面 用 化 归 方 法 对 每 个 s ET 定义 一 闭 集 之 积 K(s8)= 
1 Kis), 满足 下 述 条 件 ， 

《1) KDX, RRB, 
(2) K (s) - LK GI) i ce), 
C3) 者 Ls) 为 极限 序数 , 则 KG) S (00K GTI) E<1(s)}, 
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CA) 对 每 个 4 二 c， MAK SRN RH 
Jd irank( Kist) -rank( K,(8))), 
wit €2),( 3 PIR, AT NUS SPP PE TIX, WAFS €" 10 
i pe K(f [E)3] —Ul&coJ x. SEK CJ TE) 不 满 足 K(f 15 
IE, 4348 CA) 必 存 在 ?<@ 使 rank K,Cf 16 À 1) —rankCK,Cf | 
<s)), 因 为 序数 只 能 下 降 有 限 次 ， 如 果 对 每 个 <@i 总 不 能 有 KC f 
EGJE, AEAXEH ico, rank K,Cf 0) RAE ME SEKI 
FEE UI I IET E, HAE 0,2555, rank(X,Cf 15D) El 
ERE, |N=sup{Esi<o}, WEIN, Hh i Xp 的 rank 
CK,Cf TE) A ERE HE CA BAK CS m IS MBF A. 
P Eve PART EP CCX TEES CTI € KG) <6 S Ks): 
scTJ Rm -个 财 加 细 。 出 于 OT) 委 c， 故 可 断言 儿 有 基数 所 
c 的 闭 加 细 。 冰 此， 只 要 能 对 每 个 s ET， 确 定 K(s) 使 (1)-(4) 得 
以 满足 ， 证 明 就 完成 了 。 
XY THe PRE RR, ASE AE i eC 3 ) 成 立即 可 ,现在 讨论 后 继 步 
又 . 设 K(s) 已 经 确定 ,Bi=rankCK(8)), 则 了 ,= (K,(5)) 0 为 有 
ie fe, LY =e . 放 可 找到 开销 积 J 中, 组 成 之 族 YY， 区 | =e, 
使 %- 复 盖 iY Hoc «qe. 这 样 我 们 可 以 定义 c 个 闭 集 ， "e 
K BAK, ,在 站, 中 闭 ,使 满足 下 面 两 个 条 件 之 一 ,再 把 这 ec 个 
闭 集 编号 为 {K Con): <e}, 
Ca) KK=VNK(s)， 其 中 V 是 9 中 的 元 ， 
(5) 存在 1<o， 使 ， 

Ci) K,- KONV U e UVO VI VV! 
Co"H.Y;cViU--UVi 

Gi K;-K,(s), ji, 
AIE BA REA K Cer pei EC GO ARBOR, SERRE 只 要 验 
i C2) , C47 WAR, BSG, HE KC sh) WC a), (OW 
A, AD RA MI WP BR EK (se); (a), (OX 
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是 互相 排斥 的 ;如果 天 (su 满足 Cu) 出 必 不 满足 Cb), RZ 
UE Kn) Ca) , WE c, 满足 Cb) , WAY, 
ci Jv, 可 知 renk( K,(su))<rank(K,(s)) , 这 说 明 (4) 被 
满足 。 现 设 pE 天 (s)。 如 果 2 不 含 在 满足 (5〉 的 那些 K(st) 中 ， 
那么 由 于 了 ;是 有 限 集 ， 因 此 对 每 个 <， 必 存 在 9:E 了 ,使 YVE 
EV > pV). $9g-49g,, gi, o>, Mg., pills VO 
K(s)s 即 届 茶 个 满足 (a (se HB a LK Cs) =U | K Ct), 
好 (2) 被 满足 ， 这 一 证 明 由 Kunen 给 出 (C11】) HEHE 
序数 空间 是 散 空 间 ， 当 序数 可 数 时 ， 它 又 是 第 A ay AAT 
度量 的 。 因 此 据 以 上 讨论 ， 可 得 到 下 述 推论 

推论 52(CH) 对 任 一 个 序数 1， 箱 积 口 "(4+1) 是 仿 紧 的 ， 

推论 33 《存在 4- 控 尺 或 d=c) 对 任 一 可 数 序 W, COCE + 
DJé D; X. 

87 年 ， 杨 和 Williams 证 明了 在 存在 4- 控 尺 的 假设 下 ， 对 任 一 
Eiti, COA + DROLCA). SE, RAEE 
明了 定理 34。 

我 们 称 一 空间 为 特殊 仿 紧 的 (special paracompact) , ttf 
该 空间 存在 一 个 基 , 使 空间 的 每 一 开 复 盖 有 一 个 两 两 不 交 的 ,由 基 
中 的 元 组 成 的 开 加 细 。 称 一 空间 是 超 仿 紧 的 (ultraparacompact )， 
如 采 该 空间 的 每 一 开 复 盖 有 一 个 两 两 不 交 的 开 加 细 。 显然 ， 

HARI BH R> DE. 

定理 34 WRV tE, pitt ay ae 
数 ， 则 对 任 一 序数 1，"(4+1) 也 是 特殊 仿 紧 的 ， 

这 一 定理 的 证 明 由 于 占用 篇 幅 太 多 ， 不 在 这 里 阐述 了 。 读 者 
不 难 发 现 ， 在 定理 29 和 定理 30 的 证 明 中 都 是 证 明了 VX% A 
紧 的 。 如 果 再 进一步 考察 ， 还 可 发 现 这 两 个 定理 的 证 明 实 际 上 
但 当 于 证 明了 V X, 是 特殊 仿 紧 的 。 拿 定理 30 来 说 ， 证 Ww 
到 的 两 两 不 交 开 加 细 是 形 如 (zx， f) = [VBE f G) Ef 
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AR ZU. Xx ur NU a fe MA AAV Ca 1) i$, Bea, FO) 
+ 有 ) 可 以 是 w+1 中 之 其 集 ， BT VB Cas, f(t) +k) E REN" (a + 
1) 中 之 基 集 。 进 一 步 我 们 可 以 证 明 对 空间 V“(e+1) 来 说 ， 可 数 
个 基 集 之 交 是 两 两 不 交 的 基 集 之 并 ， 因 此 所 得 的 开 加 细 可 以 改造 
成 基 开 集 组 成 之 加 细 ， 了 由 此 看 来 应 用 定理 29 和 定理 30 之 证 明 方 
法 ， 可 以 断定 对 可 数 序 数 wc，V"(w+1) 是 特殊 仿 紧 的 ， FERE 
理 34， 可 得 ， 

定理 35 (存在 和 - 控 尺 或 d=c) 对 任 一 序数 &, 口 *(&+1) 古 
(n XR. 

MN BRS, OFS — RI Hea np Hz t B5 "8€ 2s [8] 2c OMB, 
BEL" (O@+1), ABE ZFC 中 绝对 地 仿 紧 呢 ? 或 者 ABA A 
非 绝 对 仿 紧 的 反例 呢 ? Rudin 在 70 年 代 初 就 猜 想 Veo) 是 绝 
HAs 但 直到 现在 还 没有 找到 这 个 证 明 ， 

还 值得 一 提 的 结果 是 L.,Lawrence 关 于 右 理 数 @ 次 箱 积 仿 紧 性 
的 定理 〈 匈 [15])。 他 提出 了 被 称 为 序 假设 (order hypothesis) 
的 集 论 假设 ， 并 证 明了 下 述 定 理 

FRR: 设 @ 为 有 理 数 集 .V“@ 中 存在 偏 序 过 使 (Y*@ ,三 ) 
epf Cre) HWE: (1) 树 高 <d; (2) 对 任 - (€ V*Q. 
is€ V"Q:txs) EV ORGI-E, 

定理 56 b-did-ciidpiu. 

定理 57 ”如果 序 假设 成 立 ， 则 口 *8 是 超 仿 紧 的 ， 

推论 38 (5=d 或 d=c) 口 "8@8 是 仿 紧 的 . 
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^5 l3 Stone-Cec h E 4b 2 ln] 6c 
He it yr PEZ ZR 


离散 空间 @ 的 Stone-Ccch 紧 化 po 的 研究 是 一 般 拓扑 中 最 重要 
的 领域 之 一 | 它 也 是 集合 论 的 重要 研究 领域 ， 又 为 无 限 组 合 、 布 
尔 代 数 每 方面 的 学 者 所 关注 。 在 众多 的 数学 分 支 中 有 着 广泛 的 应 
用 。 这 里 的 基本 问题 有 两 个 ， 一 是 对 空间 中 点 的 分 类 的 研究 ， 二 
是 宅 间 中 子 集 构造 的 研究 。 前 者 起 源 于 空间 中 各 点 是 和 理 拓 扑 同 肛 
这 一 问题 的 回答 ， 即 齐 性 (homogeneity) 问题 的 研 究 ， 本 章 将 
阐述 这 一 研究 中 笔者 涉足 的 几 个 方面 ， 

有 人 把 Bw 哈 为 三 头 任 物 ,第 一 个 头 长 在 CH(Continuum Hyp- 
othesis) 上 ， 这 征 一 付 微 突 有 的 使 人 感到 舒适 顺 通 的 面孔 。 第 二 
个 头 长 在 ]CH 上 ,这 是 一 付 变幻 英 册 的 怪 相 。Pw 中 几乎 没有 一 个 
open problem 在 CH 下 不 能 得 到 确定 的 回答 。 近 70 年 代 末 ，Bw 的 
研究 进入 了 一 个 新 时 期 ， 大 量 的 结果 揭示 了 这 样 一 个 事实 ， 在 
CH 下 , 儿 乎 大 部 分 CH 下 成 立 的 结果 均 可 推翻 ! Bo 转 过 身 来 ， 
又 忆 令 人 扑 逆 迷离 的 模样 面 对 着 它 的 追求 者 。 第 三 个 头 长 在 ZFC 
(Zermel0-Traenkel 公理 体 系 +Choice 公 理 ) 上 ， 它 还 是 一 个 异 
前 贷 筒 的 形象 ， 人 们 对 它 所 若 其 少 . 

本 半 中 涉及 的 一 些 基本 概念 及 基本 定理 均 可 在 [ 1 ])，[ 2 J 和 
-3 J 中 找到 ， 

本 章 中 所 述 空间 都 是 完全 正则 (completely regular) 空间 ， 


31 SRECKA 
拓扑 空间 革 的 紧 化 空间 (compactification) 是 指 一 个 du 
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K, X T'EI TERT IBKXBRSI (embedding) esX-» K fi X fr 
f ecX2fE K PRP RH. RLS MAA. AW e Hk 
AWE, BUX AM eCX TEA, 3641038 X Al el X YE IESEIHI, 
m9 xk. 

关于 紧 化 的 最 基本 的 理论 ， 只 在 这 里 作 一 简 述 ， 详 细 的 证 明 
可 见 C 4 ANC 5 J)。 对 Stone-Cech 紧 化 的 刻 划 及 基本 理论 则 赂 尽 其 
详 。 在 简 述 部 分 ， 所 提 及 的 拓扑 空间 不 要 求 是 完全 正则 的 。 

拓扑 空间 于 的 单 点 紧 化 系 指 紧 空间 X*- XU(oo), Hpo 
不 同 于 X pEi, A*t 中 的 拓扑 为 ，{w:4# 为 五 中 之 开 集 } U 
{u:X*\ why XH z RFR}, 

命题 ] X* BRS. XBT 4A X BREA 
了 ,的 ， 
当 紧 化 空间 是 了 ,空间 时 ， 称 为 Hausdorff 紧 化 ， 
KEX 的 坚 化 ， 嵌入 映射 为 e， 为 明确 起 见 Hle, KE 
记 这 个 紧 化 。 单 点 紧 化 可 记 作 <I， 世 >， 其 中 了 为 恒 等 映 0j. x 
的 两 个 紧 化 Cf， 了 >，<g ,2》， 如 果 满 足以 下 条件 ， 则 称 <q,2，》 
<]，Y>》>， 存 在 连续 到 上 的 上 映射 hn， 了 ->2 使 hof =g, 

命题 2 拓扑 空间 的 一 切 Hausdorff 紧 化 在 关系 “三 "下 是 一 个 
WEE, 

WRX AR RAR ASAT, WNT, XD ABEL 个 编 序 集 之 最 小 
元 ; 事实 上 ， 在 同 胚 的 意义 下 ， 此 时 只 有 一 个 紧 化 。 如 果 玉 不 是 
又 空间 ， 则 单 点 紧 化 为 极 小 元 ， 

BRP 是 在 上 一 组 连续 函数 之 集 。 对 每 个 六 E 尺 ， 记 七 的 像 为 拓 
扑 空 间 了 Yj :下 一 了 ;/。 由 下 式 确定 的 映射 

ei X —IHY jf EP} 
PORER (evaluation map) . 
(e(z));- f(x), EX, 
其 中 Ce(z)); 表 示 像 e(z) CIV f EFES AEAT Y, E 
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的 投影 

MRIX PREM, y, FEC, ffm, 
WEF RESP A. MITE CCX, AIBDHRACK CEA, 
fíiXgf c F, fifi EFA), WKF RED ARAM. 

命题 3 (a) 赋值 映射 e JEXSITI(Y fers eH. 

Cb) lu FBEIA SH. Nj eJi—^4- Jr BR]. 
(co WR FEKA A, W e 是 1-1 的 ， 

命题 4 完全 正则 空间 之 乘积 是 完全 正则 空间 ， 

UE CX) X6 下 上 取 值 于 C0，1) 的 一 切 连 续 函 数 之 族 ， 则 
由 命题 3 TAX 是 完全 正则 空间 时 ， 下 能 椒 入 到 50,1IF 癌 中， 
ERE, AX 能 柑 入 到 一 个 [0，1D 方 块 (cube, BUCO, 1202238 Bl 
空间 ) 中 ， 由 命题 4 可 知 总 便 是 完全 正则 空间 。 故 有 下 述 定理 

命题 5 (嵌入 定理 ) ”拓扑 空间 是 完全 正则 的 充 要 条 件 是 能 
KA BYSE4 CO, LIF Herb, 

由 此 立即 可 得 

命题 8 拓扑 空间 是 完全 正则 的 充 要 条 件 是 它 能 嵌 入 到 某 个 
紧 的 T, 空 间 中 ， 

这 也 就 是 说 拓扑 空间 存在 Hausdorff 紧 化 的 充 要 条 件 为 它 是 
完全 正则 空间 。 

设 半 是 完全 正则 空间 ，e 为 赋值 映射 ,. WW eC XO4EH(Y sf € 
FOX) BH Bl By X Hy Stone-Cech ik, EBX. 

命题 7 (Stone-Cech;r D ” 设 革 是 完全 正则 空间 .了 是 紧 空 
lj, f:X--Y 是 连续 函数 ， 则 必 存 在 f 在 8 了 中 的 连续 延 拓 
f:BX—Y, 

这 个 定理 刻 划 了 Stone-Cech 紧 化 的 根本 特征 ,并 且 告诉 我 们 ， 
KF XR 1628 [al HE <, Stone-Cech V Erf PRA gi 3T 
KAN. 

Cech 7E1937 45 V FX fH A TT MOK DES. BX 的 性 质 ， 因 此 我 
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们 常 把 这 种 紧 化 方法 称 A Čech Frat, Stone Jl] Hk 38 zt Hi ^R Sf 

(Beolean ring) 的 应 用 米 研 究 代数 和 拓扑 的 关系 而 得 到 紧 化 的 
结果 和 的。 但 是 这 种 非 构 造 性 的 Cech 方式 在 研究 8 的 各 种 性 质 时 
却 不 是 很 有 效 的 。 本 痘 中 将 用 Wallman 方式 ， 即 用 8 超 滤 的 方法 
来 刻 划 紧 化 。Wellman 是 在 处 理 T. 紧 化 时 应 用 了 超 滤 刻 划 的 方 
法 ， 以 后 人 们 改进 后 用 以 处 理 Stone-Cech 紧 化 。§ 2 中 将 阐述 在 
Wallman 方 式 下 Stone-Cech 紧 化 的 最 基本 的 理论 . 

EXEM. COODER 世上 一 切实 什 连 续 函 数组 成 
之 族 。O*( 和 ) 表 示 瑟 上 一 切 连续 、 有 界 实 值 函数 组 成 之 族 。 显 然 
C*CXO)cU0(XD, 

WBACX, WREfcCO, 使 4= 广 !(0)， 则 称 4 REX 
(spam, RB ABSSOUAREE. CEN P, COX) hye 
为 C8#(X)。 事 实 上 ，、 如 果 4:- -1(0)， 了 EC(X)， 可 令 9= |fl^ 
1, 这里， 车 刃 ，G 是 互 上 的 两 个 实 值 函数 ， 则 用 G@GAz RR H 
AGO AP) (e)=min(G(2), Fla) Efi. EVP WER 
由 公式 (GVF)(2) = max{G (xz), Fl) EHR AA. BR gE 
C*(X), HA=g-*0), 

A FY ASE. RA AF, (ARERR, 

设 是 一 个 实数 ，J EEC)。 不 难 验 证 fcr), fcm, 
+ 00)]，J- 开 (ce, i004 R4. 

定理 8 FREGE, PERE E, 

只 要 证 明 前 一 结论 就 够 了 。 HLF) Aff- 


a" 
a) WREAK, 


定理 9 有 限 个 零 集 的 并 是 零 华 ， 可 数 个 零 集 之 交 是 去 集 ， 
证 ATH, RREN TEZIE SRB. 设 4= 
F10), B2g7*X0, f. gEC(X), 那么 4UB= (fog)-1(0, 
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而 foy CCC(X), WAU BIR ACE Ig, 
ye, = 95200) gn COX), aca, t fa21g41 A27 ^B 5 
BinGC(X), HA,= 5700), BS fil 
f(z)= 2 fala), «€ X, 
确定 ， 则 容易 验证 了 仍 为 连续 函数 ， 且 
fO RC) fi 0 9 (Ans 
nf SLE SE up MAE YG Wy BME, 证 毕 
定理 10 ”在 度量 空间 中 ， 闭 集 即 为 零 集 ， 

证 如果 4 是 度量 空间 中 之 闭 集 .D(x， 站 表示 ?YY 两 点 间 之 
EN., $ f(z)=P(a, A)=min{e(a, y):y¥CA!, WAH ESE 
mE A= 了 -1(0)， 

要 举 出 一 个 闭 集 而 非 零 集 的 例子 不 是 三 言 两 语 能 办 到 的 ， 但 
指出 下 述 事 实 并 不 费事 dup X SES IE s A [ECTS Ji IE 3L 2S [8] - 
(normal sFace)， 则 所 中 必 存 在 一 个 闭 集 它 不 是 替 集 。 事 实 上 ， 
这 样 的 空间 中 必 存 在 两 个 不 能 完全 分 离 的 不 交 闭 集 4,8， 可 以 证 
Hj, A, B 部 不 是 零 集 ,事实 上 ， MRALEC ON), 使 4= 
f 0, Wd 

inf( | f(z) | rz € B) - 0, (1) 
T, dp b-inf(|If (c) :2€BY0, MAIFI Ab=g BE ABA 
gLA3510j, gLB]2- (5, 从 而 说 明 4、B 可 完全 分 离 的 了 ,由 于 
BEWE, d$ (1) Ey CBR] F(y)|=0, BRB f(y) = 0， 
A= f (HAN B= db kF AW. 证 毕 

零 集 是 一 个 极为 重要 的 概念 ， 其 与 完全 正则 空间 实 有 不 解 之 
缘 。 从 以 下 两 个 事实 便 可 看 出 。 

定理 11 两 集 是 完全 可 分 的 充 要 条 件 是 它们 能 分 别 包 会 于 两 
个 不 分 的 零 集 中 ， 

证 AEDE., WA, BAX PSM. ACZ, BCZ, 
Z= f 9, 2,2970, HZ.0Z=¢, # f, geC(X), 
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今 令 天 为 由 下 式 确定 的 函数 : 


A(z) = OD EEEN € X. 


EDESTI 

&RREC(X), HÀCA2-(0), ALB) = {1}, EDET 

A, B. 
再 证 必要 性 ， 设 A4，B 是 可 完全 分 离 的 两 集 即 存在 fEC 


OO f(42 = (0), f02 = {1}。 则 令 Zo = [26 X. feo) 


Z= {zEX, f(z) 之 也} 便 是 分 别 包含 4、B 的 不 交 零 集 .证 毕 


定理 12 X 是 完全 正则 空间 的 充 要 条 件 是 零 集 族 ZX) TR 
闭 集 基 ( 即 任 一 闭 集 都 能 表示 为 若干 零 集 的 交 ) » 或 说 余 零 集 族 
CZCX) 构成 也 的 拓扑 基 . 

证 先 证 必要 性 。 设 4 是 蕊 中 之 闭 集 。 由 于 天 是 完全 正则 空 
lj, XH :1€ X XA, FE fa cC(O, 使 f(x)=1,， fals 
10). 4& A,- f; 0), M 4C4-， 而 zE4-。 容 易 看 出 

A= (\{A,1t€ XNA}. 

FUE IA TE. Hee XNA, ARAE, ATZO EER, 
所 以 存在 零 集 族 多 CZK), 使 4= 0. (AA ZEA, ROE 
fEFCA B zcF. FER, w F=fx0), fEC(X), WA 
f(z)s0. 由 此 便 知 z 和 4 可 完全 分 离 . 证 毕 

. 设 5 是 五 之 子 空 间 ， 若 对 每 个 EC(5)， 必 有 9 EC(X) 使 
fcg， 则 称 S 是 可 CC 嵌入 于 关 的 。 如果 把 上 述 定义 中 的 0 改 为 
C*， 则 称 5 是 可 Ct RAF XH, 

BSE CRAFT XA, 则 必定 是 0* 找 入 于 蕊 的 ， 因 为 一 个 
有 界 连 续 函 数 之 连续 延 拓 必 定 仍 为 有 界 。 但 反 过 来 却 是 不 正确 
的 .下面 是 一 个 简单 的 反例 ， 设 号 =omUftol. 荆 之 拓扑 规定 为 ， 
每 个 *Em，{n} 都 是 开 集 ; 而 @ 之 开 邻 域 族 为 {4 U{o}:uE Gy}, 
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Eha 是 6 上 的 一 个 自由 超 滤 (free ultrafilter)， 在 这 个 例子 中 
集 乌 作为 了 之 子 空间 是 C0* 榜 入 的 ， 但 却 不 是 CC 要 入 的 。 事 实 上 ， 
如 果 fEQ*(w)， 则 在 超 滤 收敛 的 意义 下 必 存 在 唯一 的 实数 a， 使 
lim f(n) 2a, GS f*(@)=a, f*(ny=f(n), 2n€o, BR FTE 
CDA fcf" Who CRAFION, BoBSTJIECHKA T 
Em, BNXp4efa-naB, FEC), 但 f 在 Hz 中 不 存在 连续 的 
延 拓 ， 

定理 15 RSRCRATXWHFSA, SLOMAFXWFE 
要 条 件 是 它 和 每 个 与 它 不 交 的 零 集 是 可 完全 分 离 的 ， 

证 ” 先 证 必要 性 , 设 2Z 是 任 一 零 集 Z=h-0), REC(X), 
HS)Z=¢, > 

f(t)=1/h(t), tES, 

则 f ECCS)。 据 条 件 知 f 是 C 拒 入 的 ， 故 存在 9 CO(X) Bi fcg. 
Ug OC CC X) n[ REHAS, 

HEHHE., SECS), B 

lg-'of EC*(S), 

据 条 件 ， 存 在 9 EC*(X)fite ofcg, pi 


Z-izeX TOES S 


则 2 是 零 集 且 ZN 5 =$， 据 条 件 8 和 2 是 可 完全 分 离 的 ， 故 存在 
hEC(X), Bi ACS3- (1), ÀCZ3- {0}， 可 以 斯 定 函 数 teo(gh) 
E 是 了 EX LANES, Bb, HERA hC5j]=1{1},，tg-!of 
Cg, ETA 

(gh) | S = tg-Jof, (2) 
( 设 下 是 一 函数 ，&8 是 不 的 定子 域 之 子 集 ， 则 丸 18 表 示 玉 限制 在 
上 所 得 的 函数 ) 这 里 要 注意 9 表示 乘积 函数 而 不 是 yok。 由 
C2) AMM Ugo(gk)) |S=f; 从 而 知 

fctgo(gh), 
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SNC iEn 

CRABREREWHA, € E Sione- ooh 紧 化 的 一 个 实 
质 性 刻 划 。 而 关于 这 一 概念 的 描述 最 重要 的 莫 过 于 Urysohn 延 折 
定理 了 ， 

定理 14 (Urysohn 延 拓 定 理 ) 成 的 子 空间 8 是 C* EATX 
的 充 要 杀 件 是 瑟 中 任意 两 个 可 完全 分 离 的 集 在 五 中 也 是 完全 可 分 
BN. 

证 ” 先 证 必要 性 ， 设 4、 如 是 3 中 两 个 可 完全 分 离 的 集 ， 即 
存在 JEC*(S) 使 FF4]={01，fCB]I={1}， 则 据 条 件 必 存在 
g€C*OODflifcg, Ais gCA2-(0), gCBJ2- (04. iba 
A, Bp Xii A SSA, 

FEZA. BRS CC* CS) Wedge YR fi | Fi Go) | <m, 
res, > 


m 2 n 


MIFE. FES 
A,2it€eSsfuit)m- nr), Bis {Efir} 
WA, BES HAZEA, PRR EAT E Xp Uf od m4 
H5 BY fF E gi CO*(X) fi giCAD- (mr), gB J= iri} ii 
IgiGO Sr —Uz c Xm. 
—Ruh, WJj ETfÍ.cCtGD, WE 
—-—L z€5, (3) 
WA An- ES fa OSSh ={tES:f,()2r,), AR 
Fr UTE BE uf WA iE ga C C* CX), PAS A,3-2(-7,), Jal Br)- 
ima}. 二 
|ga(2)| st, IEX, (4) 
今 令 
Ist oss C5) 
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BA fau E2731 Ule C Sic, TER 
farla) |En TES. 
综 上 所 述 我 们 可 归纳 地 得 到 {ff EC*(S)1n=1,2,…} 且 (3)， 
(4)、(5) 对 一 切 # 成 立 ，。 
令 9 由 下 式 确 定 


g(a)- E galr), ZEX, 
H CAO WRB SB, 所 以 了 是 连续 函数 . 又 着 记 
b= Era Wigte)|<b, xc X, McgcC* CX), 再 注意 到 由 


(5) 式 可 得 
(git gator tga) {S = (f= fad tot Fa - far) 
= fir fass 

MA C3) RARR ES, f.(z)77002-00), Pll g(z) = 
fixre S), Bic. ur E 

推论 15 IEMLS PMA FREC HIRAI. 

证 RWARIEMS, Sat X ZATE. BRA, BCS, 
TE Sia S PENA SES AN, MERL, TAE SIP TEE 
TEZ, Zi, Zyf1Zi-0, 使 ACZ,, Bc Z,, HF SEHE, Br 
LZ, ZA4EX' BOHEHISR. RFX KEM, BUT. H 
著名 的 Urysohn 引 理 ， 它 也 是 7, 汪 的 ， 即 任 两 个 不 交 闭 集 在 七 中 
可 完全 分 离 。 故 2，2 在 式 中 可 完全 分 离 ， 从 而 知 4， 互 在 正中 可 
完全 分 离 ; 据 定 理 14，&8 便 是 C* 典 入 的 了 。 证 毕 


$2 2z 超 滤 与 BX 


BX 表示 空间 下 的 Stone-Cech 蛇 化 ,下 面 用 2 超 滤 加 以 刻 划 。 

定义 1 XmülWz-WUp (z-filter)p 系 指 非 空 零 集 的 非 空 族 ， 
TAA. 

(1) HA, Bcp, WAnBCp 

(2) 若 4Ep, BCZ(X), ACB, W|Bcp, 

所 有 零 集 之 族 2(X) 显 然 满足 上 述 条 件 ， 我 们 称 它 为 非 真 的 
zu, 我 们 讨论 的 仅 为 真 z- 恋 子 。 

从 这 个 定义 我 们 看 到 了 z- 滤 子 与 通常 滤 子 的 概念 相 比 ， 不 过 
是 用 零 集 代 过 了 通常 的 子 集 而 已 。 因 此 当 我 们 企图 平行 地 讨论 z 
滤 子 的 性 质 时 ， 就 要 特别 注意 零 集 的 特征 。 例 如 51 中 告诉 我 们 
ZX) Xt 有 限 并 和 可 数 变 是 封闭 的 ， 但 对 可 数 并 却 不 如 此 。 例 如 


A «(Arun )u {0} 作 为 实数 集 尽 之 子 空 间 ， 每 个 人 ]} 


都 是 4 中 的 堆 集 ! 而 {tn=1,2,…}= D [We e eg 


集 。 再 警 如 Zi 也 ) 对 余 运 算 当 然 是 不 封闭 的 ， 只 是 在 余 零 集中 (如 
果 它 非 空 的 话 ) 一 定 包 含 着 其 它 非 空 的 零 集 。 这 就 构成 了 z BT 
与 普通 滤 子 众多 不 同 之 处 。 普 通 滤 子 属于 集合 论 的 范畴 ， 而 z 滤 
于 则 是 具有 拓扑 内 容 的 对 象 ， 

与 通常 的 滤 子 理论 一 样 ， 任 何 一 个 具有 有 限 交 性 质 ARA 
元 相交 不 空 ) 的 零 集 族 旬 可 扩张 成 为 一 个 z- 滤 子 P， 事 实 上 ; $ 

P-(ACZ(OXY)iQ'PRIEXEHIB TRA, BED CA), 
则 不 难 验证 和 为 z- 滤 子 。 

定义 2 X PRAM 2-WF HH z-M WB (z-ultrafilter), 

在 选择 公理 下 ， 如 果 . 多 CZ(X) 具 有 有 限 交 性 质 ， 则 存在 z- 

110 


超 滤 ? 使 多 Cp. 

定理 16 pie Xi 2-H AEM TE ACZ(X), # 
AN BHO C pam, WAC, 

证 mRACZ(X)MEN—W BEp,ANB +0, HHAED, 
那么 p U{t4j 具 有 有 限 诡 性质。 在 选择 公理 下 存 在 z-B Rg O U 
(Ah 这 与 了 的 极 大 性 矛盾 ， 

RRX, PCA X) MERE, 使 4 门 B 取 四 对 一 - 切 BE zp 部 
成 立 的 4(E2Z( 著 )) 必 属于 7p, 则 ?了 V-H. 事实 上 ,如 果 ? 不 
是 z- 超 滤 ， 则 存在 z- 滤 子 4p; FHAACI\P, MAN BHO 
一 切 召 Ez? 成 立 ， 这 与 了 满足 的 条 件 矛 盾 ， 证 毕 

用 BX 记 关 中 一 切 #- 超 滤 组 成 之 集 。 设 
| -([(pcBX:ACp):4Cc ZCX)), 
容易 验证 它 是 一 个 拓扑 子 基 。 赋予 BX BATEE HGF, 
下 面 将 验证 拓扑 空间 8 了 恰恰 就 是 了 的 Stone-Cech 紧 化 、 

对 每 个 rE 六， 令 

e(z)-(ACZ(X):zC Ah 
容易 验证 它 是 一 个 z- 超 滤 ， 称 为 由 z EE-E. e: XBX 
称 为 正规 代入 (canonical embedding) 。 我 们 常 把 > 与 e(z) 看 作 
FH. BX Ne(X) 中 的 元 素 就 你 作 自 由 z- 超 滤 . 

引 理 17 设 政 是 一 空间 ， 则 下 述 命 题 成 立 ， 

(10 深 是 BX 的 一 个 拓扑 基 . 

C2) BX 是 紧 空间 . 

(3) cl; 4A- (pCBX1:A4C€ p), ACZ(X), 

(4) XPEPX PMS, 

C5) elg,Afels,B=clay(ANB), 

证 只 证 (1)，(2) (3)。(4)，(5) 是 (3 的 简单 推论 ， 

(10 只 要 证 有 静 对 有 限 交 封闭 。 设 好 ,BE 58, 
B=1pEBX:A Ep}, i=0, 1, 
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AH BASAL EZX). W 
B,N B, - {p EBX: A, É plait A, € p). 
因 p E, WL A, E pl A, Ep SHB AQUA, EP; 
事实 上 ，A,E Pp 或 4, CPA HEMA,UA Cp» Bo, WR AEP 
HA, ¢p, 则 必 存 在 Bo B,C p, AE A, B=, A,B, = 中， 这 
是 因为 由 定理 16 如 果 4 人 = 0，1) 与 ?中 所 有 元 素 人 州 实 骨 不 室 可 知 
4,E?#。 由 此 得 
CAU AD D BN Bi) = 内 
然而 B, Nn B, € p, BrLLA,U A, € p, 
由 上 述 充 更 条 件 即 得 
B,UOB,-(pcBX:sAQUA, É py, 
WAAAQUA,CZ(X); 所 以 BN B, ER, 
C2) 只 要 证 肛 任 一 有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 有 非 ER. 3E 
(1), 只 要 证 着 {A1:iET1T}CZ() 且 
4 -lipcBX:A,Cpyiicl) 
有 有 限 交 性 质 (注意 形 如 {pEBX:AEp} 的 集 构 成 闭 集 基 ) , NH 
[| AP€BX: A,C p) xd 
即 可 。 <p 有 有 限 交 性 质 可 推 知 { A, GC IIJR ATTIRE, aX 
只 要 注意 到 

(pE€ BX:A,€ p) (pCBXsA;C p) = ÍpC BXsA,D A,C p) 
便 可 知道 。 在 选择 公理 下 ， 存 在 z-i HELA iE Igy, it 

gc [ \{pEBX: Aem 1pEBX: AEP} 

BX 也 是 Hausdorff 的 ， 任 取 p， q€BX, p* qU^frí: AC p, 
BC€gftkAQB-- 6, AGERE enr TSB (SILEM D 
AEX REC, DME, F, fk 

dcc T cnc. EQ F=4¢, 
W(t€8X:x NC€4), {LE BX:X\DEt} ARH p. q SIEM 
bk, H 
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{4EBXsXN EC EMO (ERX XN DEE} 
c(teBXsECI)n it e BX: FEet}=4, 

(3) iACZ(X), (pC BX:AC pHEBX HA], BAC{PE 
BX:AC p}, iit 

cl, y AC(pc BX: AE p), 

Rib, W»€8X, ACp. mB péels A, METETE P H 
FAR ARR., 按 CIO 可 设 该 领域 为 (1 EBX1B EL, 
H'PBCZ(X), Bep, 但 

AcXn cBX:BctY- B, 
BUA ACB, jiumif$BCp 矛盾 ! 证 毕 

定理 18 设 开 是 紧 空 间 工 的 稠密 子 集 ， 则 下 列 陈述 帮 是 等 
fri. 

(10 X SX A RIRU Ye DE 53 RI EE Hh dn BI Y ， 

(2) XfXYrBIWNOC* NE AE, 

(3) A, BEZ(X)HANB=4, M 

clyAficlyB=d, 
(4) 4A, BCZCX), W 
cly Af1clB- clyCA[) By, 

(5) (A€Z(X) pCcly A) jfi X h-E, Hyper, 

BX 是 满足 这 些 条 件 的 ， 进 而 言 之 ， 若 了 满足 这 些 条 件 ， 则 
必 存 在 同 胚 映射 “homeomorphism》 有 :BT 了 使 htp) = p 对 一 切 
pC X db vr. 

证 (1)>(2), BR, 

(2=(3), X A,BCZOXDHLAD B =p, [RAE A i HAR, 
WTF FE ESE IRE fF: X c0, 128 AC f 00, Bcf- 0. B) 
féfef fc Y WEEE dug:Y-c0,12, WAN peel, AM, g(p) = 
Os “pcel, Bi], g(p) -1, 获知 (3 成立。 

(3) (D, ely CAD B) Cel, AQ etB Fej Sh, MDE, 
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pécly(AQ 号)。 因 了 是 完全 正则 的 ， 故 存在 JEC(7) 使 六 2P) = 
0, 而 对 gEcly(A4NB),f(g)=1, RC - [g€ Y1f(G) 3), 而 


0 是 了 在 了 中 的 令 域 HANBNC=¢. 又 因 ANCEZ(X)， 
BNOEZ(X), € G) 可 得 
ely(ANC) Nel, (BNO)= 04, 
因此 得 2 攻 clyA NelyB， 否 则 将 得 到 
pEcly(ANC) Nely( BNO). 
(4) 一 (5)。 显 然 ， 
(5) (D. WURCIORÉ, MA RRK, EEAS XK 
不 能 连续 地 延 拓 到 了 。 此 时 必 存 在 EY， 使 f 不 能 连续 地 延 拓 到 
专 U{p}; AMM PCY, PARMA: X U{p}+K 
f&fcf» M g= Ufo pCY id f CRAY HEART iT 
F ={elyflul 二 Ja 是 2 在 了 中 的 邻 域 }， 
则 ,多 下， 且 具 有 有 限 交 性 质 ， 由 于 天 CK. MOOR Abs 进而 
还 可 斯 定 几 , 多 中 至 少 含 两 个 点 ! 和 否则， 如果 站 多 -(s), WfU 
{<p, OHE f dE 瑟 U{Z) 上 的 连续 延 拓 了 . dts, t€, 
s 夫 !。 由 于 天 完全 正则 ， 存 在 连续 函数 下: K 00,1285) = 0， 
h(t) zl, $ 


A- -*((o. ex B= mC S e" 3 


A, B db JE RRHEREumdES; ANB=¢6, H F 5C A, (C D, 
A, Balikis, tam, NOM P E Ra, 4 
AN ftun XI#¢, Bnftun x3*6. 
由 此 可 得 
F CAIN UN X)ó, f- Bi (uf X), 
所 以 
Peet ioe Aw tis f-' (B), 
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但 FHA), F-2(B) EC Z(X) A FMA NF CB) = bs X HAE 
Z(OX):p C cly ADR IE X'pfgz-HuB T, x 3C OF IB. 

下 面 证 明 满 足 上 述 条 件 的 紧 集 了 蚌 唯 一 的 。 因 BX 满足 上 述 
条 人 忻 〈 定 理 17)， 由 (1 ) 存在 连续 函数 :BA-> 了 使 h(p)=p 对 
DW pe X War. MAY 也 满足 上 述 条 件 ， 所 以 存在 XK 了 一 BX 使 
k(p) = pxj—U)pc€ Xm vr. ij 

koh(p)=p, PEX, 
H TERoA(EBX EES MX (CBX PR, Brbjkoh(p) - 对 一 切 p EE 
BAXW, 这 说 明 A REBX UY Bj] HG SN, 证 毕 

Hir Bi 7 和 定理 18 可 以 知道 在 本 节 中 刻 划 的 紧 空 间 AX 和 上 
一 节 中 定义 的 Stone-Cech 紧 化 在 同 胚 的 意义 下 是 同一 个 空间 ， 

当世 =w， 旦 赋予 离散 拓扑 时 ， 它 的 Stone-Cech 紧 化 Bo 便 是 
本 章 中 要 研究 的 主要 对 象 ， 对 于 离散 空间 ， 任 何 子 集 都 是 零 集 ! 
因此 Bw 中 的 元 zs- 超 滤 都 是 普通 的 超 滤 ， 


83 布尔 代数 与 BX 


设 <B， 三 ) 为 一 偏 序 集 (Partial order set), ACB, AE 
小 上 界 记 作 V 4; 最 大 下 界 记 作 八 4, 如 果 对 任意 两 个 元 a,5EB， 
V{a,，5}， 八 {a,，5} 都 存在 ， 则 称 <4B， 三 》 为 烙 (lattice)， 一 个 
WEB, OUR EME RMACB, VA, AA 都 存在 ， 则 称 为 
完备 格 (Complete lattice) 如 果 格 < 五， 三 > 包含 元 0 和 1 使 对 一 
Wz€B, 0z«lUARYHX^7ur, fí4gz'CB, f 
zVa'-l, rAz'-0, 

Il fy FE BT BY (complemented), 2 称 为 z 的 余 (complement) 。 
如 采 对 任意 的 +,y,zEB 满 足 

TACGNZ)-(rAy)V(r/Az) 

zV(gyAz)-(xVy)AGVz) 


115 


则 称 格 < 号， 所 > 有 是 可 分 配 的 (distributive) 

可 余 ， 可 分 配 的 栈 你 为 布尔 代数 (Boolean algebre) 

布尔 代数 作为 格 如 果 是 完备 的 ， 旭 称 为 完备 的 布尔 兴修 ， 

WARRAB CGB, <> fi ig ff B) PASTE YF Poli 
足下 述 条 件 的 子 集 ， (1) Xia,bCp.Wja^bCp (2) HE 
p, ba,， 则 a Ey. 

布尔 代数 BB 自身 显然 是 一 个 滤 隆 ， 称 为 非 真 滤 子 ， 我 们 讨论 
HME RIT. 

布尔 代数 中 的 极 大 滤 子 称 为 超 滤 ， 

定理 19 设 ? 是 布尔 代数 吾 中 的 一 个 真 滤 子 ， 则 下 述 陈 述 
等 价 ， 

(10 7 REW; 

(2) #a,bEB, HaVbCp, IMac pRBE p 

C3) 者 aE B, MaE pzxXa'C p, 

证 (1)3(2), ziavbC€pHa€p, Wy ee cep, fi 
cAa-0, 如 果 这 样 的 c 不 存在 ， 则 必 有 aEp。 这 样 

b>6N\c= (aA^c)V(ibAc) = (aVb) NcEy, 
因此 bE p, 

(2) 字 (3),。 设 aEB 因 aVa'=1Ep， 记 以 由 (2) 58 
aC p 3Xa'C p, 

43) 全 (1)。 设 ?满足 (5) 但 ?不 是 超 泪 ， 则 存在 超 滤 Y 
fpc q; WfffEaC€g/p. HilTaCp, Dja'€p, 因而 知 a Eq. 
由 上 述 可 得 a 八 a'Eg， 即 0E€ 7p。 我 们 讨论 的 仪 为 真 滤 子 ， 因 而 
0€» 导 至 矛盾 ， 证 毕 

布尔 代数 8 的 Stone 空 间 ， 记 作 St(B) 是 指 赋予 下 述 拓扑 的 8 
中 一 切 超 滤 之 集 。 对 每 个 aE 8， 令 

Ya) = (p €St(B)sac p}, 
以 
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OB) = (caysac B) 
为 子 基 产生 之 拓扑 作为 St( 瑟 ) 之 拍 扑 ， 
Be PPL ARR BPA. I 
I :: (aC B: 3b € pliib = a') 
PAB PREM Cdeal) 。 显然 8 中 的 子 集 了 是 理想 的 充 要 条 忻 
是 满足 (i) dja,bCI, WaVbEl, Gi) bE, axb, W 
acl, 

HifindzsCe2*^, 即 由 @ 中 有 限 子 集 组 成 之 族 。 容 易 验 证 fin， 
FAIR (Plo), <) ZEE, prok Ropy TAk 
HEZI: A<SBRKHACB, SP(o)V/fin 表 示 以 理想 fitn 作 模 (mo- 
dula) 作成 的 商 布 尔 代 数 (quctient Boolean elzebra) ; Bz 
A BCP), ANB-(AAB')VI(OBAA') € finkt# A, BWM 
价 ， 由 这 个 等 价 关系 作成 的 商 ， 在 这 一 定义 下 , X f.g EA 
fin， 如 果 4Ef,BEg 总 有 4C*B, 即 4NB 为 有 限 集 , 则 称 f 三 yg. 
PH (o) /finrP AEn 0 即 为 包含 空 集 的 等 价 类 ， 壹 元 My zo 
的 等 价 类 。 读 者 不 难 验 证 上 述 一 切 ， 

在 布尔 代数 的 刻 划 下 ,Bo 即 可 定义 为 St(.9P0)). 对 每 个 n 二 @， 
UL n SSP) hy HLA C Po) n€ ABH, 这 一 套 布 尔 
代 瓜 的 语言 与 前 节 z- 超 滤 的 刻 划 方法 完全 是 等 同 的 ， 不 再 更 述 ， 

布尔 代数 BB 到 布尔 代数 C HMR AGES E: (1) h(a ^ b) 
-h(a)A^h(b),; (C2) h(aVb)-h(a)VAÀ(b), € 3) h(a’) = 
(h(a))', WH kA BC KH RAH (homomorphism) , Jy 5 
癌 访 映射 又 是 1-1 的 ， 则 称 不 是 互 到 C 的 全 入 (embedding) , 47 
玉民 入 映射 有 又 是 到 上 的 (surjective) , WW h JÈ BRC 的 同 构 
(isomorphism) , 此 时 常 记 作 B 守 CGC， 显然 

Bo/azzSt( s (o) /fin), 
本 前 面 一 样 ， 我 们 把 {4 € M(@) in Eo}, 称 为 主 超 滤 ,而 把 Bo/o 
中 的 元 素 称 为 自由 超 滤 ， 


lly 


WBhAce, $ 
A* = (z € Bo/a1AC€ x) 
从 下 面 的 定理 我 们 将 看 到 
{A*:AE H(o)} 

将 是 空间 Ba/ 的 拓扑 基 。 自 然 地 ， 我 们 可 把 Ba ym 记 作 @*， 

空间 已 称 为 完全 不 连通 (totally disconnected) 的 ， 如 果 对 
P.QC X, pq, VMEEAEX RJ —"TJEBIT RA, BipCAiiqeA. 
这 就 是 说 任何 两 个 点 都 不 能 包含 在 同一 个 连通 集 内 ， 也 就 是 说 月 
有 单 点 集 才 是 连通 集 ， 

定理 20 设 B 是 布尔 代数 ， 则 下 述 命题 成 立 ， 

C1) $B) 是 St(B) 的 拓扑 基 ， 

(2) CB) C 4S (SECB)) (A(X) RAR X 中- 一切 开 闭 集 组 成 
Zik). . 
(3) St(B) 是 紧 空 间 ， 且 是 完全 不 连 肖 的 。 

CA) PBE (St(B)) ERRA AE Ee 

证 C10 首先 Vy(1) =St(B), EX, XJa.bcB 

y(a) NY) = {pESt(B):a€ p) (p CSECB) sb p) 

= (pCSt(B):a Abc p) 
= (a/b), 

(2) RSCB MAZE, BPR RERNE. 再 

Z, WacB, 
(a) = {pESt(B):a€ p) 
= {peSt(B):a'¢ p) 
=St(B)\ pa‘), 
有 可见 y(a) 也 是 一 个 闭 集 ， 

C3) EpP5,qCStCB)Hp-q, MIE aE pig, WW pare p 

但 不 含 9， 由 (2 ),W(a) 是 开阔 集 , 故 知 St(B) 是 完全 不 连通 的 . 
BE (Ca) a C 4} 是 St(B) 的 一 个 复 盖 但 不 存在 有 了 恨 子 复 兽 ， 
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其 中 4 是 互 的 子 集 。 则 族 
F = {a'a E A} 
将 具有 有 限 交 性 质 , 因 而 在 选择 公理 下 存在 PESt(B) 使 多 CP, 
由 于 {y(e)seE4} 是 St( 巨 ) 的 复 盖 ， 所 以 存在 aeE4, 使 PEVCe)) 
Blasco. TË 
0-aAc'Cp 

这 是 不 可 能 的 ， MSC BR, 

(4) BGHEHY 21-1. mRa,bcBAa+b,M E - (aN 
b)V (oNa)*ó, 3Xx Hia Nb -aAD. MHA PESt(B) 合 8 Ey， 
于 是 

PE (a 46)V(6\a)), 
Æ C1), C2) 的 证 明 中 , PREBUER T vAEB IAE (SCC B)ORS 
布尔 代数 同 态 ， 故 
PE (OCA) HCO) VCO) \wa)); 

Ady (aad), 

HPR "U uH] BSB CE), BACB (SUB)), H 
(1) Afff(a:icI)CBf 

Az|J(9Caj):ic€ D), 
ASB), ARs 故 存 在 有 限 个 Wai) 使 
A= 4Ca)L pea) jl (a4) 
= (a, Va, V Va,) CWB), 
证 毕 

以 上 我 们 看 到 了 po 可 用 布尔 代数 的 Stone 空间 来 刻 划 ， 间 然 
要 间 ， 对 一 般 的 拓扑 空间 扎 它 的 Stone-Cech 紧 化 是 否 也 能 用 布尔 
代数 来 刻 旭 呢 ? 由 于 St 五 ) 一 定 是 完全 不 连通 的 ， 所 以 一 般 来 讲 
8 不 能 用 布尔 代数 刻 划 。 但 是 对 一 种 与 完全 不 连通 空间 有 着 紧 窗 
连 系 的 空间 一 一 强 等 维 空间 (Stong zero-dimensional spece) X 
8X 使 可 用 并 中 的 也 开 集 组 成 的 布尔 代数 的 Stone ZARAR. S 
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[8] X $4.2 88 E (zero-dimension) ; 是 指 它 有 开 闭 集 组 成 的 拓扑 基 ， 
强 零 维 是 指 对 任意 的 4，BEZ()，ANB= 申 ， 必 存在 开 闭 子 
4C ANBOC- 中 。 在 本 章 中 我 们 不 准备 展开 这 一 理论 :有 兴 
趣 前 读者 可 参阅 [ 2 J. 


$4 关于 Boo 的 特征 的 独立 性 结果 


设 BB 是 布尔 代数 ，F,GCB, w Eyy EE”, HE 
CGI", BAVECVA, Midge FCG, ((CX)*" 3m X py 
有 限 集 组 成 之 族 )， 

AHFCLB/L1))**f GecB/(o )“* 有 F< 过 G， 就 一 定 存在 
TOBE F-—(z)-G, SR BERRA... (X) "3t Xi— 
切 有 限 集 和 可 数 集 组 成 之 族 )， 

引 理 21 (o0) /finil; EAH., 

证 KR PF.GCUA(o)/tin]^ (XVHRR Xp —dH up 3rd £g 
MZ) 1€ F, 0€GHF-G, iiF-(f.:nco),G8 -(g,:n— 
o0), HFF<G; Riff, gi 912-7, XT aco, 
WA.Cf., B.Cg.. EUH Xd,-o, k-o, 使 

dE D (Bios ick)N(C LJ A, )L JE do, d, ,d, 1), 
5 fe 
D={d,tk<o}, A=W ANC A B), 


而 记 C = 4UD， 则 CE [ej* 且 对 每 个 +*<o， 有 
JA, NC| «o, |C\B,|<o, 
Kt .多 (@)/fin 中 的 元 ， 它 是 包含 C 的 等 价 类 上 面 两 个 不 等 
AMATE. 证 毕 
AR 3EGUKFCCBN()*", GCCBN(0)**RI H CCB)** 
满足 ,(1) FG, (2) 对 一 切 CECLFI**,DECGI** 和 hEH, 
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ARC, ADI, WAC B, 使 < 过 {x}<<G 且 对 任意 的 
ACH, kle ARR, 即 h 闪 xz 且 z 寺 hh， 则 称 B 潢 足 条 件 尺 。， 
引 理 22 ARAKI. WEARER. 
证 设 FECB/A1}J ,GECB/{0}J“，H EBI**, 不 妨 
设 它们 都 是 可 数 集 ; F={f,in<o@}, G-íg,:ino), H - (h,: 
n-oj, BF, G, AERA ZH 即 <G， 且 对 CE 
CPI, D€E(G)*", REH, hEVC, ADA, 这样， 对 任 一 
CECRI", WAAAC(CVOPYFÓXQVC)ACVOY 0, Bp 
(VO) Ahs0, 
AIO} PARSER}, MAAHH., fried c Bit 
(0) & (4 CCP'AMif CF), 
FA Jt np A 
d<h H dAf=0, JEF, 
MME no, FE, E BN (0), fii 
(1) d,—h,HXI—UfcF, f^d,-0, 
类 似 地 ， 应 用 条 件 五 。， 可 确定 e, CB\{ 0 fk 
C2) ten}<G 且 对 一 切 hEH， en 八 h=0. 


规定 f a= f. Ves, I n= Ja Ada 
Wn mco, A B 
Vif s0misn)z A(gui0siszm), (1) 


SX E, HERH Sir, j; 0 jam, di 

G) figa 这 由 及 一 G 便 可 知道 。 

(i) e,cga iH (2) A. 

GiD fd, C1), f.Ad 0, EX Cf, Ad Vd'; = d'5 KM 
mfi d= dny PRESS d. 

GV) esda HC2) e Ak=0 BACO Ddk GAN 
h,-d;, Miljd;^ei-d;Ah;/Ne,- 0 也 就 是 e; 志 4， 

Hy (i) — GV) 可知 
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fi V eig, Adj, 

从 而 可 知 〈《1) RAK. XP C10 再 次 应 用 条 件 吾 。， 可 知 存在 
EB, (EXI—Un,m-o, fi 

vt. TELENET ESINEN iim), (2) 
Rir HERR, 事实 上 ， 因 对 每 个 ei 有 er<z， 而 据 (2) 
e,\h=0, EH, Bibllzdeh, BARR, 7 三 有 将 导 至 el 三 hh， 另 一 
Jii, Pdzzcd,Wijg C15 d,-h,, BED) ha, ERR hary 
SEA Sd, RHUF. h Æ Hpi, BRL, hex he 
A, 以 上 说明 z HEERE., SCPF(G)-IG, TW 
为 显然 成 立 ， 因 为 由 (2 ) RAB F«(x)«G, 而 我们 不 妨 设 
V Fe V fi gie A ,Je 这 样 必然 有 下 一 {zl 一 C。 证 毕 

推论 23 Po) /tinilg fà Ak IR... 

在 布尔 代数 22 (0) /finrp,. f 三 9 意味 着 对 等 价 类 SF, gh KE 
EUR AC f,BCgqHÍj AC' BLAN B HERR. AIH) / 
fini LACE A, do Fe Wu, pmo €toJ":n—o), {B,€ 
C902" : noli fà A, SrA get A ge tee s" BG* B, e'Bs df 
在 COC € Co)" li A Ce B, X—9 n 成立， 所 谓 满 足 条 件 P, 
TE Ri yi, 就 是 除 上 述 条 件 外 再 UÓR(A,CCO3" sno)rB f pb, 5 
Ay, BsGRRC*HR, RD ECACT—4 A, B, 之 间 而 与 每 
个 h, 不 能 CC* 比 较 ， 

下 面 这 个 定理 刻 划 了 ce(o)y/fin 的 睫 本 特征 ， 

定理 24(CH) ees H|Bl=c=2°, WW: 
By T PF (@) /fin, 

证 RBAL LPP, 都 满足 条 件 H. 县 | 如 | = | 至 | 
=c, JECH F, B, Ful r mo]. 

={b,:a<@,}, E= (eran), 
不 失 一 般 性 ， 可 设 5。 = 0s, eQ- 0F， 即 分 别 是 五 、 E 中 的 零 元 ,应 
HAM, XP a<o,, WEAR TS BB. cB, E, cE 
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ARA RIPE fo, : B, E LE 

(1) b, EB., e, C E,, 

(2) ES B«a, W BCB., Eeck, Ho, |Bs=o5, 这 首先 
HB, = (05, 15), E= (0p,1z], Oo: By HB ATARI EOS ( 08) 
— 0s, C, (1p): lg, HEEB, Es, — 切 8«a(aco) V 
已 确定 且 都 满足 (1) (2) 两 个 条 件 。 如 果 8,E UBs, e,€ LIB», 
WEB, e Bs, E a= |) Bhi. =() 9, WER 是 这 样 ， 例 
mo. € 1J Bs, WjigG = Bs $ 

G, EA g «b. 
={9CG:h,<g}; 
an ee 
o= os, 
据 引 理 22 存 在 eEB, te FS 
g(G,) « (e) «o(G,) 
mj — Hd Co(G,), e, 4 不 能 比较 ， 置 
a(b,)=e, o(b,) =e" 
则 o 可 延 拓 到 0 
ai «GU (5.1 —«o(G)U (ey 
CEBER, ACB, W«KA>CBRARAA MEN B 的 布 
尔 子 代数 ) , 
a= «GU(b,y», E, 2 «o(G) U{e}> 
B., Ba, 0-0, REO )，( 2 ) 两 个 条 件 , 如 果 e。 € «o(G) 
U tej 之 ， 则 将 上 述 作法 施加 于 < 和 oa(G) U (e1»3f 0107? fe8£ o fi 
HIFR Eb CB., e, CE WB. E. 最 后 ， 可 得 
E 5. ud X 


o (ef: B E (6 [e E B SHE do E1523 MIB, Ee RE HJ T2 (0) /fin, 
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这 个 特征 刻 划 对 空间 @* 将 意味 善 什么 呢 ? 下 面 我 们 将 从 拓扑 
的 角 上 应 揭示 这 一 特征 刻 划 的 内 含 ， 

若 空间 于 的 余 零 集 都 是 下 中 的 C* RABI INK XA Sig), 

关于 不 空间 下 面 是 一 些 众所周知 的 结果 ， 

引 理 25 (10 总 是 丸 空 间 之 充 要 条 件 为 下 中 不 交 的 余 截 集 
是 完全 可 分 离 的 。 

(2) XFS ih] 2 35 EAR IT UB X EF Si, 

C3) 正规 空间 是 下 空间 的 充 要 条 件 是 对 任意 两 个 不 交 的 开 
f 。 子 集 在 空间 中 有 不 交 的 闭 包 ， 

证 (1) RARE, u, vX 的 不 交 余 零 集 。 显 然 ， 
u Uv 也 是 X ARFER., E VER HC f € Uv(o,1) fit f (u) = (0), 
fiv)-í(1), Wf iruUv kee, AX 是 空间 ， 故 了 可 连续 地 
延 拓 到 五 ， 这 个 延 拓 函数 便 可 完全 地 分 离 4 和 2， 

现 设 革 中 不 交 的 余 零 集 是 完全 可 分 离 的 , 4 是 下 中 的 余 零 集 。 
对 4 中 任意 两 个 不 交 的 零 集 4，B， 在 X 中 是 可 完全 分 离 的 ， 事 
实 上 ，4，B Eu 中 当然 是 可 完全 分 离 的 ， 因 此 存在 余 XE E, 
Fou, E(F-ó, (RACE, BCF, Hi Tul SIE XIMALTA, 
HUE, PibjEX'BRUACESR, HREM, PAX HARA 
HRR. BEA, BEX PSSA, WW XIEAXZSC*RAR, | 
敬 在 BX 中 也 是 可 完全 分 离 的 。 所 以 

clexANclsrB= 9, 
着 令 扩 = clsxu， 则 也 应 有 
clkA(1clgB - 9, 
由 定理 18， 知 # LK PMC RAM, EK UE BX W ORAR 
CHE & IW) Tietze 延 拓 定 理 ， 正规 空间 的 闭 子 集 是 C 嵌 入 集 ， 因 
而 也 是 C "人民 入 集 : 今 B8 紧 上 为 正规 空间 ) ， 所 以 xz 也 是 8 部 中 的 
C 嵌入 集 ， 怠 是 8 瑟 的 子 空间 ， 因 而 “也 是 下 中 的 C* OUS x 
VBXA FH. 
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(2) EXAFS, BJEÉBX'RiS— RER, WBA 是 
Xp BM, MB OXEC*RAR, X X JEBXISC* IR S, BT 
WD BOXWEEX PHC RAR. IEXXJBO X EB PRR, H 
此 可 推 知 8 是 8B 五 的 C* 杠 入 集 BBX HFE. 

现在 反 过 来 设 有 8 到 是 下 空间 ， 由 C1) 可 知 BX PAH RS 
集 基 可 完全 分 离 的 。 再 设 4，B 是 X 中 两 个 不 交 的 余 零 集 ! 设 
f.9€Xgpill Jf CDS XN {0},9(B) = XN) 还 不 妨 设 f,g 非 
i. Be fF (x) = min{ f(x), r}, 9 (2) = min(g(z),r), H} 
EX, rX—iESUK, WF, 9 ECO*(X) 且 仍 有 f(4) = XN {0}, 
g (B) = X\ {0}. HIF XTEBX AYC* RAR, f, 9 可 连续 地 延 折 
到 BX。 按 条 件 8X 是 FR 空间， 故 据 (1 )， n, 9 的 延 拓 函 数 所 
确定 的 余 零 集 4 , B 是 完全 可 分 离 的 ， 另 外 显然 有 ACA, BC 
B， 从 而 知 4， B 在 B 革 中 因而 在 下 中 都 可 完全 分 离 ; 这 说 明成 是 
FW, 

(3) 设 正规 空间 下 是 了 空间。 由 于 正规 空间 的 两 个 不 交 的 
: 团 集 可 完全 分 离 (Urysohn 引 理 )， 由 此 可 知 可 用 两 个 不 交 的 余 零 
集 将 其 分 离 。 再 据 定理 9 ， 知 可 数 个 余 零 集 的 并 仍 为 余 零 集 ， 这 
Po A APPAR Rh ARAMA SER XY 
是 空间 ， 故 由 1》 知 不 交 的 余 裤 集 是 可 完全 分 离 的 ， 所 以 不 
交 的 下 。 集 也 可 完全 分 离 。 这 样 ， 其 闭 包 当然 就 不 交 的 了 . 

反 过 来 设 羡 中 任意 两 个 不 交 的 了 , 集 有 不 交 的 闭 包 又 设 u, 
2 为 了 中 不 交 的 余 零 集 。 据 定理 8 余 零 集 是 开 的 下, 集 ， 因 而 有 不 
交 的 闭 包 。 态 是 正规 空间 ， 不 交 的 闵 包 可 完全 分 离 ， 所 以 zx ，， 
Uses 由 (1) ， 知 政 为 了 空间， üE HB 

PRESSURING Lr dni 3k. c $ 3 中 曾 提 到 有 零 维 
2° IY SN 4a FA SR SP EA SS As PRANAB (CX) BARN HH pT 
集 组 成 之 族 ， 可 以 验证 关于 包含 关系 己 所 确定 的 偏 序 ， 它 是 一 个 
布尔 代数 。 
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8]3826 HXBRAMSASA, WU TXBGpEHARUT. 
C1) B(X) WEAH.: 
(2) XEFZAEX rp RP dE 2: G, 288 26 PR] AR 
(interior) , 
WE (12022), HERE FSA, 185]8825C(80, RE 
中 两 个 不 交 的 开 F MARANA, WES LIE, F= 
UFa, Bay Fa IMRE, PHAR BUT X RHEIN, 
PRERE., FAT, GENSEARAE.ERDB AG T ER 
的 有 限 个 开 闭 子 集 复 盖 ， 这 总 共 可 数 个 开 闭 子 集 的 并 将 SL E, 
Hi, HURT RPE, RT, + 
Ba= J Bo Fa=X\UP 

则 四 

ECE, Cpe C FQQCF,, 
HE,CF., n«o, WBAEH DEE BET REG, dii 
E,CGCF,, RLO, 

故 可 得 如 CG， 由 于 G 是 闭 的 ,因此 CG。 另 一 方面 ,由 于 G 又 是 

JR XN FaCXNG, B LJF,CXNG,AIAFCXNG, BFL 
E( |F - 6. 

ZET XEFE, 

G= CEREC, Hra, HEX 是 零 维 的 ,可 
找到 z 的 可 数 个 逐一 包含 的 开 闭 BREDE DDE, D} i 
E,cG, n<o, HF) Es EZ, HRH. d 存在 开 闭 子 焦 
ECM Gs 由 此 可 知 G 之 内 部 非 空 ， 

TOSO ) 证 明 方法 雷同 ， 不 再 整 述 ， 

定理 27(CH) 设 瑟 是 一 空间 ， 则 下 述 命题 等 价 。 

(1) X]ls]lE-Fo*; 

(2) 了 是 紧 的 零 维 的 也 空间， 其 重度 (weigh) 为 o, Bg! 
个 非 空 G, 集 有 非 空 内 部 。 
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证 JH P24 A S| 6 ELSE re 98 CX ) fl SP (o) /fin 7, 
Pg ed PNE, HEDE RIX Fil e* = St(A(o) /fin) 38 1 ER 
这 就 证 明了 (2 ) 字 (1)。(1) 寺 (2 ) 是 显然 的 ， 证 图 

这 个 定理 刻 划 了 @* 的 拓扑 特征 。 有 趣 的 是 在 CH 下 的 这 一 和 
i ARS SAX) tink HEAR 〈 定 理 24) 在 1CH 下 完全 可 以 推 
栅 ;， 因 此 这 种 刻 划 是 独立 于 ZEFC 的 ， 

定理 28 WX Ru, CRATER MH, X*'-8X/X 
Jc F Si H.& P dE EG AM AAR, 

证 设 FCX* 是 任 一 了 了 , R, fiF—C0, LIER NY 
Y=XUFoR, t 它 基 正 规 的 。 Xp FI&Y PARI, MS ABE 
MAYO, 13. $g =f1X，g 能 延 拓 为 9:BX 一 [0,1], 显 然 ， 
gtF=f, Wf -g|IX*JE f dE X* LAME 35, GUHA X*F zx 
间 ， 因 为 余 零 焦 总 可 表示 为 开 的 下 。 集 ， 而 上 面 又 说 明了 任 一 
F 。 集 都 是 C* 人 嵌入 的 。 

现在 设 SCX* 是 一 非 空 的 G, 集 。 对 下 中 的 任 一 开 集 4 ， 今 
Ex(u) = BX x clay CX Nu), H Exlu) jEBX'RZJFAR HEx GO (X 
=u, fH EE(Ex Cu) u AEX PIP} TE BX 之 拓扑 基 。 当 令 u* = 
Ex(u)D X*Bj, (utu EXPER X* HEMET. HTS 
起 非 空 的 G, 集 而 芋 是 局 部 紧 的 ， 我 们 可 对 每 个 ns 二。%， 确 定 下 中 的 
开 集 tn 使 

nC Un, GAL] ULCS, 
X Hu. ERRU EXPLA, 

因 民 是 局 部 紧 ，o 紧 MARR ASIA, WITEX ER YX -= 
IB Ka, MH'BA.QW, Wu HEX X 中 的 每 个 紧 集 下 总 能 包 
A TAA Kath, 

WH Tpe<o, XE— E37 PAEv. Cu, fii 

Dav. 
而 令 v= LJ Us, 
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这 总 是 做 得 到 的 ! 因为 us 关 BB， 所 以 #, 不 戈 紧 的 ， 因 而 2 不 能 包 ， 
REEK. P. At, HA nco, UN Un CU UV Ue Ut, 
RN un, ZEX PARA fs Melex(o\u,) = 0\Xa, ， 即 知 
Colex(U\ Un) INX*=¢, HA uN ul =d,n<a; Butui 
n-o, 于 是 
uUtcTIuecS. 

RB URGE Kup, BID v EX PCIE IO HG EDL vt 
g， 这 就 说 明 3 有 非 空 的 内 部 。 至 于 ut 为 无 限 集 则 是 很 显然 的 ， 
Aa AAR, Mo GEARS, MM? EERS, 这 与 前 述 
T. 证 毕 

我 们 称 一 空间 为 Parovitenko 空 间 是 指 该 空 间 HE M HE FP 
至 间 ， 重 度 为 c， 且 其 中 的 每 个 非 空 G。 集 有 无 限 的 内 部 。 下 面 我 
们 给 出 两 个 Parovicenko 空 间 的 例子 。 

例 1 设 1C.:a 一 oj 是 o* 中 开 闭 子 集 组 成 的 序列 ， 当 ce 一 8 一 o， 
时 CecCC。， | C0. 而 令 S =@*/P; NS HEt 中 把 P 看 成 


一 个 点 而 形成 的 商 空间 。 在 空间 S$ 中， 点 P 的 特征 x(P,S) = ai。 
对 于 这 个 空间 ，Parovitenko 空 间 的 条 件 除 了 “FP 空间 ”这 ， 
一 条 外 都 是 很 易 验证 的 。 下 面 我 们 来 证 明 商 空间 8 是 刀 空 间 . 
根据 引 理 25， 只 要 证 明 空间 8 中 的 任意 两 个 不 交 的 开刀 。 集 在 
S 中 有 不 交 的 闭 包 即 可 。 现 设 w，u 是 8 中 两 个 不 交 的 开 FB, 
如 果 w，v 中 均 不 包含 点 PP, 则 因 o@* Ds FA, YR ANT = 6. 
在 设 PEv， 由 于 在 0* 中 P= 门 C. BC, 都 是 开 闭 集 ,因此 {C。/P: 


“<ol] 是 点 忆 在 8 中 之 邻 域 基 ， 这 说 明 X(P,S) - 0. 
由 于 8 是 完全 正则 的 ，PEu。 而 znu= 4, 故 存在 一 个 CwyP 
使 
(Ce/ 已 ) 门 二 = 由 (1) 
不 妨 设 这 个 0。/P 是 闭 的 G, 集 ， 事实 上 C./Pc N (0。,/P) 即 不 
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妨 设 存在 @ 个 <a， 这 样 ， 

C,/P= f | (€,/P) n (C, ,/P) 
可 见 C。/P 是 闭 的 G, 集 ， UT NC /P) 是 开 的 F，。 IR. uN 
(C,/ P)j&o* PRAHA E, hrot FZE, Br 

u NON. P)) 4, (2) 
HCL), C20mnfAüunv 4, 

例 2 ST =(@x2°)*, 这 里 2 表示 空间 2=1{0,， lower 
Tychonoff3E fH, XA Paroviéenko 空间 ， 这 个 空间 每 一 点 3 
的 x- 重 序 (x-weight) x(x，T) =c。X- 重 度 的 定义 如 下 ， 

设 X 是 一 拓扑 空间 ， 光 是非 空 开 集 组 成 之 族 。 如 果 对 空间 中 
每 一 开 集 G， 必 存在 BE 沱 使 BCG， 则 称 浇 为 空间 芋 的 x 基 Or- 
base),r € X,.e 是 非 空 开 集 组 成 之 族 。 如果 对 7 的 任 一 邻 域 4， 
f£1E A C «e [i ACU, B e 是 点 立 的 局 部 工 基 (local x-base), 

z(x,T)-min(|.e |. RET rn p m 的 局 部 z 基 } 
显然 由 定义 可 知 
rie, Ti Sxl, T). 

空间 了 显然 是 紧 的 ， 由 于 wx2 是 零 维 空间 且 重 度 为 c， 可 知 
(x 2)* 也 是 零 维 空间 ， 重 度 也 是 6 。 再 因 @x2 st ihe oR 
和 | 非 紧 的 ， 据 定理 28，、 人 TT 是 空间 且 每 个 非 空 C BHAA AIG 
限 集 。 因 此 了 是 ParovitenkFo 空 间 ， 

TijübBjr(z,T)-cXP-—URCTU. 

Hiace, i2 DB Bet+ Minne 790,:2* 2. > 

K(a,i) - TN (oxz1(i))7, ace, i«2. 
BRK, OFIETWIESAA PR. HHEH 0-8, i= J 时 
K(a,i) - K(UB,)), & 
| H ={Kla, ijae, ue 
命题 .2 中心 个 不 同 元 素 的 区 之 内 部 是 为 空 集 ， 
MP AANA ER BRET, of JL x yg Rr ig, 
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34s JB 
F-(KC.:xcK) 
之 基数 为 c# MK ET -B(0x2:)0N(Gx2*) = (0x2) NGQ2 X 
x2')-o0*x2', AETHER xf, X'ppCco*, f€2', By 
UTOR KA (fia) =i Gir, WHEN KA ep. MH 
^KCcF, ffiu(K)C., HuC Kock, Aw 
Ig |S |F] =e; 
事实 上 根据 上 述 命 题 ， 
{KEX :u(K) =u) o, ES, 

Br jw | 三 | 到 | 成 立 。 

下 面 证 明 上 述 命题 ， REWA =f) Ate, DA 7s 的 内 部 


即 可 。 如 果 1" 关 Bg， 则 必 存 在 一 天 闭 集 uc Bo x2") 
i 
Hata, uN (OXAX510)) 是 @x2° ZATRE, NAAN 
(0x25 BARN, WA tin. [i 
óxufi((n,) x2*)cín,) AO, 

因为 «有 个 ， 而 RR 只 有 可 数 个 ， 所 以 可 找到 一 个 使 

A= (aco, :n,-—n) 
为 无 限 集 。 这 样 

(n) x xa (0) 
便 是 {n} x 2 之 子 集 且 有 非 空 的 内 部 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 此 集 


内 不 合 有 任何 基 开 集 ，。 证 毕 
定理 29 CH 等 价 于 下 述 命题 ， 所 有 基数 为 e MEERE, 
的 布尔 代数 都 是 同 构 的 ， 


证 CH-(pghn, By 4824. 现在 设 CHAM, Blo,<c, 
则 倒 1,8] 2 给 出 的 两 个 Parovizenko 空间 便 不 能 I8] hts s FAP 1 
中 的 空间 8 存在 点 己 ， 使 X(P,S) =o 而 在 例 2 中 的 空间 了 TT 的 所 - 
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Hir. Hbi xo, Trlr, T)-6. m 8| 3826, 布尔 代数 
BS), BT) Biwi LA. 条 件 ， 且 不 难 验 证 | 嘱 (5)|, | 22 CD) | 
都 是 c; S, TARA, TEA ZAO), A TRA, 3X 
说 明 命 题 不 真 。 证 毕 

这 个 定理 说 明定 理 24 在 CH 下 是 不 成 立 的 ， 因 此 这 是 一 个 
独立 于 ZFC 的 结果 , 那么 关于 空间 @o* 的 特征 刻 划 一 一 定理 27 又 如 
何 呢 ? 我 们 还 不 知道 定理 27 所 述 的 命题 是 否 等 价 于 CH, 但 是 这 
也 是 一 个 独立 于 ZFC 的 结果 ， 事 实 上 我 们 有 下 述 命 题 ， 

定理 530(MA + ]CH) (wx2)* 与 6* 不 是 同 胚 的 ， 

证 在 倒 2 的 阐述 中 我 们 已 证 明了 (oo+23* 中 存在 基数 为 @ 
的 开 闭 集 族 ， 其 变 非 空 但 其 内 部 是 室 的 。 但 在 @* 中 任何 一 个 具有 
非 空 交 的 @ 个 开 闭 集 ， 其 交 的 内 部 是 非 空 的 ， 事实 上 ， 据 第 四 章 
§ 3 中 的 Booth 定 理 ， 了 及 4 过 P(e) 原 则 ;， 即 在 村 4 下 ， 车 .er op 
无 限 集 组 成 的 具有 强 有 限 交 性 质 之 族 ， 且 | .ev | <e, METEL 
IRAE B (ii 

BC*A, AES, 
由 于 对 每 个 4 Cor, A koth FME, WU EEES XH 
当 于 说 

B*—A*", ACES, 
MERCE PAT RAMS, Hiwv|-e. (1-6; 
cel €. NT CC n HE-BRARALA Hoh ERE), 
使 zE 4zCC， 于 是 按 前 述 Boothe, FBC la)? (B* — AC 
CC, CEF, FU 
: B*E 
B*JbJTfR, KUNE ZAMS. 证 毕 

(@ x 2°)* 5o* ape iy Soe FSi, eRe, BAe ESS 
G, 集 有 非 空 内 部 , 但 在 MA + “]CH 下 却 是 不 间 胚 的 。 这 说 明定 理 
27 在 MA + ']CH 下 是 不 成 并 的 | 这 丸 是 一 个 独立 于 ZFC 的 结果 ， 
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定理 24 和 定理 27 都 是 由 I.I.Parovisenko ZA HI B (C82), iE RE 
29 则 是 出 van Dauwen 和 van Millfr19784E £5 HiT (C92), 


$5 关于 bo 中 C" 侯 入 集 的 独立 性 结果 


Bo 中 的 0* 嵌 入 集 有 一 个 有 趣 的 特征 ， 它 不 依赖 于 这 个 集 在 
空间 中 的 什么 位 置 而 依赖 于 这 个 集 的 -- 个 拓扑 特性 一 一 弱 Lindc- 
16f 性 质 。 一 个 空间 称 为 弱 Lindellóf 的 是 指 该 空间 任 一 个 开 复 盖 
U, THE-N FIRS CO’ BO), = X, 

定理 31 MM RX Cho 是 HHLindolof Hy WX 是 Bor Bg C* Hk 
A. 

证 根据 定理 18， 只 要 证 明 台 中 的 任意 两 个 不 交 WB SRE 
Bop BARA. HZ ZX PAAR SH, 则 据 零 集 的 
fein, FEARR Ba, vfiZ,cu, 4,Cv jit cixu()cixv- o, 
MBP EX, WC.cBojiritBor Z JT AMA x: 

C1) #r€elyu, WC, felyv=¢y 
(2) @rcelyv, WC. Neclyu=ds 
(3) Br€(elyuVelyv), MC, CelyuUeclyv) 7 9, 
Fy X FE 5BLindelot H, f£ Æ — Fe PD (ix,:no) c X U 
(C, 0 Xi:nco)gX BS, HAR, > 
E.-20, «1 J€6;,, 
Wd (E inco) éBorp — — AR AEH FE PF SOC ELT E: 
C1) LIE, X:no)de Xi] ijs 
(2) PE, BS elyufllelyvrn f^ 3825. 
令 
E = {BEB,:n<oHE,Nu$}, 
F-pJ(E,:noHE,0 v»), 
WEnF-4$. WFE, FAkBorp PAM SS, dE 引 理 
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25 及 Bw 是 PF 空 间 ， 可 知 
ENF= 内 
HHZ ,cuck, Z,cvcr, WH, 2 在 8o 中 有 不 交 的 财 包 . 

这 个 定理 是 由 Comfort， Hindman 和 Negrepontis 给 出 的 
(C103); 但 在 C102 中 给 出 的 是 更 强 的 结果 ， 

GERI) (CH) 设 了 CBo。 下 述 命 题 等 价 ， 

(1) 六 是 弱 Lindel6t 的 ; 

(2) Xf Bop HC iRKARs 

(3) [C*(X)[=e, 

证 ”定理 31 已 经 证 明了 (1) 全 (27)。(2) 会 (3) 是 显然 的 ， 因 为 
|C*(Bo)| 2 ey SC E, Bo 的 每 个 有 界 连续 函数 都 是 po - 
Caba, DER) 的 函数 之 延 拓 ， 而 这 样 的 函数 总 共有 具有 e 个 . 
TT HS UEBIOG)- OD, 

如 果 卫 不 是 弱 Lindel5f 的 ， 则 据 CH， 存 在 Bo 中 开 闭 于 集 组 成 
之 族 {0Q aco) hi 

(1) Xc LJ C., 

(2) 3jfgpaco, XNU CNX +A, 
d fn o d AIR RK <O, aco 且 对 每 
个 we<-ol， 找 到 一 开 闭 子 集 DNC: 使 得 下 列 条 忻 被 满足 ， 

(3) D,'i X6, 

(4) DNC LJ rN JOUJL] (Oe, NX) =4. 
& 0C.-C,nX, eco, D=\JD.NX, TAE WD AUO 
ng" mA, WEf:D-C0,12, Haco, + 

f=f 1 DN es), 
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从 (4) WURR FL GE REX ATE R. H R Taa, 
我 们 可 将 f。 延 拓 到 Cs 而 得 到 
ga: 8,0, 1J, Jiu 

gsC— 943 
事实 上 ， 这 个 延 拓 可 归纳 地 完成 ， 假 车 对 一 切 8<a， 已 将 fs 延 
拓 到 gs 满足 上 述 条 件 ， 那 么 函数 Lj gs Uf 是 在 LJ CONC.) 
上 的 连续 函数 。 由 于 | Cs UDN 0。) 是 中 的 开 F。 集 ， 另 一 
FRX SH], 这 是 因为 B@ 是 正规 的 了 空间 而 关 CBo， 因 Wm 
1553825 (3) nf EL HEMT HI X JE F 2s n]. 于 是 可 断定 1J go Uf. T 延 
拓 到 04 而 得 到 9。， 最 后 ， 令 

9 = L] ga 


qo 1 


显然 9 即 为 所 求 。 
BERRDXEL) C. HNC RAR, ERO PINAR 


开 闭 集 之 并 。 JE |C* CD) | z2":, 因而 
PELI Qu |x*2", 


因为 是 在 LC。 中 稠密 的 ， 故 而 


[C* (X) |z2"* 1c 
这 与 (32 FA. 证 毕 
这 个 定理 属于 Woods (0122) ; 但 在 [113 也 是 给 出 了 一 个 较 ， 
强 的 结果 。 不 过 这 个 结果 在 了 CH 下 也 是 不 成 立 的 ， 因 为 我 们 有 
以 下 命题 ， 
定理 33 重度 至 多 为 c 上 且 仅 端 不 连通 的 紧 空 间 能 够 人 嵌入 到 ， 
Bop, 
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所 谓 极 端 不 连通 (Cextremally disconnected) 空间 Ji 38 Z3 [AN 
BIE RAGA GUT AGER 

证 RAR PRBS AcARMREM AS. 则 X BE Ue 
ZIT yz Ruse FEAL =CO, 12 (50523.2.5) ; 不 
Mis Clo, TAA Aer te By RS CS C5322,3,16), 
XX FÉ. MARTE PERE BI [008883 fs Bo T°, Sg =f } FOX), 

一 个 连续 到 上 的 映射 f:5-> 了 称 为 不 可 纳 的 (irreducible) 
AX IRAI—UIBISEAC S, AS, DAF(ADAT, 

AMBRAHME(eCAx: ACS XO), AWM Af(A)=X}% F 
Bair WN Zorns, WRIA 意 义 下 极 小 的 闭 集 2 CC 
J^ X5 容易 看 到 

gt Z:Z+X 
是 不 可 约 映 射 剩 下 上 只 要 证 明 =g |Z 是 同 胚 映射 即 可 ， 下 面 证 
h l-1. 

Wr, yJEZ'IBPORRBHNBITJIGEX, H TZcBemBo tgw, 
因此 可 以 找到 不 交 的 开 闭 集 4，v 使 Eu, yeu, RRR np 2g 
的 ， 故 

inth(u) Ninth(v) = 中。 
h(z)Cinth(uw, h(g)Cinth(o); 

这 中 容易 验证 的 ， 拿 第 一 个 等 式 来 说 ， 如 果 ww = inth(w) Ninth 
《2) 基 ?， 那 么 在 下 中 必 是 一 开 闭 子 集 。 kwi Ez 中 开 闭 子 
G = ul JCoN hw) ICES cal ]o)) 

HiGs ZW G)-X, XSkWRWARAB. FIEX A R 
不 连通 性 ， 即 有 

dnt&(u) (]inth(V) = 由 
iulio nr rA) s hy, 

N F 是 连续 的 ， 故 知 h 岂 连续 。 再 从 h(x) Cinth(u), eeu, 
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便 可 知 h-! 连 续 ， 证 毕 

有 了 这 个 定理 ， 便 可 断定 定理 32 在 1CH 下 是 不 成 立 的 ,事实 
上 ， 我 们 有 2 

定理 34 MA(@,) + 1CH-2":- cifjo; c, 

证 明 可 见 [11]2.18。 

这 样 ， 在 MA(o) + lCHT,Bo, E EM IIEM RAR Bo; X 
际 上 可 看 作 人 嵌入 到 @* (其 中 o. 为 ARZE o HARRIKA 
NEA, MACBo) mo 只 能 是 有 限 集 ， TRU A COL BEAR JE PS X 
T. ho, BRR Bop ZZ C* EX SE, 但 确 不 是 弱 Lindelaf jj, 3x 
说 明定 理 32 不 真 ， 


$6 po 和 0* 的 非 齐 性 与 P 点 存在 的 独立 性 


HAXE Hiz z, EX, 如 果 存 在 自 同 胚 &X-X, 
使 h(z) =y， 则 称 x,y 是 点 同 胚 的 ， 车 空间 成 中 任何 两 点 都 是 点 
EER, MIXE HEN (homogeneous) , BET X, 特别 是 
当 访 是 齐 性 的 时 候 ， 自 然 会 问 B8 了 是 否 齐 性 .例如 当 LESS 
间 ， 自 然 是 一 个 齐 性 空间 ， BX MIU? 拿 B@ 来 说 ， 它 具有 明显 
的 非 齐 性 。 对 每 个 点 aE@，{w]} 在 Bo 中 自然 是 闭 集 ， 因 Be 是 T， 
的 单 点 集 自然 是 闭 集 。 但 另 一 方面 

{na}={pEBo:o\ (n) € p) 

(注意 等 式 左 端 的 ?表示 主 超 滤 ， 等 式 右 端 的 表示 自然 数 ， 以 前 
曾 声 明 ， 这 两 者 常 不 加 区 别 。)〉 可 见 {w} 又 是 开 集 (n) JR GF BH 
SR. 而 对 于 p€ Bo、\w， 即 对 于 自由 超 滤 来 说 ，{p} 是 闭 集 却 不 是 
Fs BiP EFR, BaN {p MERA ET, IBEdec Bow pi 
cl,,0- Bo, PE, cles BON (p)) = Bo, TR, BoN (p) 不 可 能 是 
闭 集 ， 所 以 12} 也 不 是 开 集 。 这 样 * 和 2 是 不 可 能 是 点 同 有 是 的 。 
我 们 感 兴趣 的 当然 不 是 这 个 简单 欧 事 实 ， 有 趣 的 是 以 下 两 个 ， 
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问题 ， 

(1) BXN Xp [£l RBS "EUH REA pa In] Bh? 

(20 BX\ XE ATEBXNXPRREA mee? Bl 
BXN X J& dir TE? 

在 哪个 空间 中 看 是 否 齐 性 是 有 原则 不 同 的 。 问 题 (1) 是 问 对 
BX\ XP ER As, yt T F E BRA, BX-—BX(h(z)- 
ys i [118b C2) EE MBX XBIBX NX ety BAUR. 

Bes BX =o B—-THAWAA. RN 用 讨论 基数 
的 办 法 对 问题 《1) 作出 否定 的 回 管 ， 

定理 355 (gq) 存 在 @ 的 无 限 子 集 族 {4。:4<2"} 4 34a B2" 
Hf, [Aa N A| <E, 

Cb) 存在 身 .对 组 成 之 族 {( .433，415a<2”}， 其 中 4 A} 
为 @ 的 无 限 子 集 且 4asmn 4as = 由， 使 对 任 一 有 限 集 下 和 C2" 利 任 一 男 
数 太 有 -一 2， 有 

In (Ai ma EF} so, 

(6) |Ba| =22 . 

证 Weer, REM E RH S 数列 S(r)， 
S (T) fE 2g —^- 886 — HERA. WE S Cr) i029 7538 080) BARA 

《ea) 的 要 求 : 不 同 的 是 号 Cr) 不 是 加 的 子 集 而 是 有 理 数 集 的 子 集 . 但 
有 理 数 集 是 可 数 的 ,把 它 看 作 w 就 可 以 了 ,这 个 证 明 是 Sierpinski 在 
192846 £5 Hh] CC 132). 
设 {4。.:4< 之 2*} 是 由 (q) 给 出 的 集 族 。 RNC "ine rU ER. 
子 集 组 成 之 族 。 令 
Bi-(EC€Co)*:E( A, ), 
%  Bis(o)*".B;, 
显然 五: 门 如 = 四。 另外 { 五 2， B31y+a<<2"} 也 满足 (58) 中 其 它 更 
求 。 璧 如 当 F= {a,, a,}C2", f:F>2hf(a)=0, f(ap =1 所 
确定 时 ， 定 有 | 了 3s,n Bi |=o. ERE, MWA, AJL P 
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X, HENUCHIBAMECA,NA,, WENA +, ENA =p BI 
EEB NM Bi,。 这 样 的 8 显然 有 无 限 个 ， kemi BNB |=0, 
一 般 情 形 下 的 证 明 也 完全 类 似 ， 留 给 读者 完成 。 这 样 {<B:， 
Bs>:a<2"} 便 可 充任 (8) 中 要 求 的 保 对 族 了 ; 不 同 的 是 它 不 是 @ 
NFR, WELZ RM, 这 不 妨碍 (ab) WA, Rew 
CoJ* 8 Fort my ELT. 

FRUER Ce), CO 220 ARE X12" EJ T (0, 1) 的 一 切 函 
SARZE. HFA ES”, HOTA 1227) 是 具有 
强 有 限 交 性 质 的 族 ， 因 此 存在 超 滤 包 含 该 族 ， 择 定 一 个 这 样 的 超 
ù, idfEps, BE 

{AiP a L2} Pr, 
Mf fae" fhf EEC, Effo, 
EDA ALIO Ad, HF AIO E prs Ai? E pgs 
LPs pr. SRE, A 
| Bo} = | {prf EFH = 27", 
ATi, BI) =2°,&|bo|<2?", KH | Bo} -2*". 证 毕 

以 上 (65) 的 证 明 是 由 van Mill 和 C.Mills 给 出 的 ， 而 (ec) 是 由 
Hausdorff Ibi (C142). 

Born A246, mohi 3 EWU AB A wee Ef 
Fe Rott ry HIRES. ABAE 必 有 Jro] =m BNF 上 owy- 
到 上 的 函数 。 事实 上 ， 如 果 对 某 个 naEaw 使 FIn) E po\o, xxu 
E f FPS (n ALIE RETE HR (f 00). 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 Fro] 
Co。 为 一 方面 厂 8 一 8 是 1-1 到 上 的 ， 而 自由 超 滤 的 象 也 不 可 
能 是 o 中 的 元 ， 因 此 @ 己 厌 o]。 出 于 @ 在 bo 中 稠 ， 以 上 说明 po 中 
每 个 自 同 胚 映射 都 是 0 上 某 个 排列 (permutation) Ho 1-18 
到 上 的 映射 g-f ho ZENE. RAK, e 上 每 个 排列 g 的 
Stone sii AE Bo 上 的 自 同 豚 映 射 ， 由 此 看 来 ， Bir Bo by A 
同 胚 映射 有 多 少 ， 只 要 问 @ 上 的 排列 在 几 多 就 可 以 了 ， 但 后 者 我 
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们 知道 有 2 个 。 

Bo 上 的 自 同 胚 具 有 2” 个 ， 所 以 对 每 个 了 EBo\@， 至 多 有 2” 
个 点 与 ?点 同 胚 ， 而 ho\\o 的 基数 是 2”， 这 说 明 ho\o 中 一 定 存 
在 与 ?不 能 点 同 胚 的 点 。 

所 以 问题 C10 的 回答 是 否定 的 。 但 上 述 证 明 昌 然 证 明了 
po\o@ 中 各 点 在 Bo 中 酒 来 并 非 齐 性 ， 但 没有 实在 地 举 个 两 个 不 能 
点 同 胚 的 点 。 人 们 对 这 种 证 明 还 不 十 分 满意 ， 有 人 还 称 这 种 证 明 
是 非 effective 的 ， 下面 一 节 中 将 给 出 许多 effective 的 证明， 也 就 
是 要 举 出 两 个 点 ， 一 个 具有 某 种 拓扑 性 质 而 男 一 个 却 不 具有 。 当 
然 这 些 证 明 并 非 单 纯 为 了 对 齐 性 问题 作 一 个 是 或 非 的 回答 ， 但 至 
少 是 与 此 密切 相关 的 问题 

拓扑 空间 五 i 的 一 点 x 如 果 它 的 任意 可 数 个 邻 域 的 交 仍 为 z 
的 邻 域 ， 就 称 z 为 系 的 已 点 。 因 为 Bo 是 可 分 空间 ， 因 此 在 Bo 中 
PFEP OR. FEBON@ RIL F Æ P AOR? 在 CH 下 容易 得 到 肯 
定 的 回答 ，。D.Booth 证 明了 在 MA 下 亦 可 推 知 PF 点 存在 (062. 
但 仅 在 ZFC 下 ，P 点 是 否 存在 呢 ? 这 一 问题 困惑 了 人 们 许多 年 ， 
其 后 S.Shelah 在 1977 年 作出 了 回答 (C71), BoN o 中 不 存在 已 点 
也 与 ZFC 相 容 。 这 是 20 年 来 关于 Bo 的 最 重要 的 结果 之 一 ， 

如 果 pBo wm 中 存在 P 点 ， 则 必 存 在 非 了 点, 因为 有 如 下 定理 ， 

定理 36 ” 若 紧 空间 下 的 每 个 点 都 是 点 ， 则 万 必 为 有 限 集 ， 

证 BX >o, RIVEINGDÉAISACX, 可 以 断言 每 个 zE 
X HR WY AE EE AA HEHE (accumulation point) , FXE, AXE 
T, 故 对 yE A\ {T}, 可 以 找到 z 的 一 个 邻 域 册 使 y € uy. 一 共 
MR Puy Med Pe, BREE Blu = (ayy EAN{z}} 使 un 
(AN (rP = d; XXULUISR AE AGIR. TERRE HR ATE X HPS Ay BB 
AM. KOXM AGH. 证 毕 

由 十 Bo 和 \@ 是 紧 空 间 ， 著 证 明了 P 点 的 存在 ， 也 就 相 当 于 证 
表 下 在 Bp、\s 中 同时 存在 着 P 点 和 非 P 点 ， 即 和 存在 着 具有 不 ihi 
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FMEA. BORD Bo OTE. Flat, H 于 po\\o 是 po 
的 子 空间 ，pBo\a 中 的 P 点 和 非 P 点 在 Bo 中 看 来 也 不 可 能 是 点 同 
胚 的 ， 记 以 这 也 相当 于 证 明了 ho\o 在 8o 中 看 也 是 非 齐 的 。 这 个 
证 明 是 effective 的 ， 但 不 是 绝对 结果 ， 是 相 容 于 ZEFC 的 结果 。 
本 节 中 我 们 对 po\\o 在 Bo 和 BoNo 中 的 非 齐 性 有 了 一 个 概 
念 ， 下 一 节 中 我 们 将 引 深 这 一 研究 ， 某 种 意义 上 讲 是 对 非 齐 的 
“程度 ”与 状态 作 进一步 的 研究 。 


§7 Rudin-Keisler 序 与 P 点 


我 们 已 经 知道 ， 在 p@ 中 两 个 点 P， qu AERE ~p ffr 
于 :存在 排列 Fo 一 o， 使 7 的 Stone 延 拓 j 请 Bj p)-q. Bw 中 的 
Rudin-Keisler 序 < 的 定义 是 ， g<p 当 且 仅 且 存 在 f:0>o 合 
f(p)= q. 
3137 fioo Efn, n-o, 则 必 存 在 6 的 子 集 
A, Ay AE 
a= AJALA: 
ANA =$, i,j=0,1,2, ij; 
ANF) - 0, $20,1,2, 
这 一 引 理 的 证 明 详 见 [2]，P .207， 这 里 只 阐述 一 下 证明 大 
意 。 递 归 地 定义 f"(n) 使 
f'n) =a, f"*!(n) 2 f(f"(n)) 
BE en ~ m4 HFE jco, Efi in) = fiim), Xx —4A- 
等 价 关 系 因而 确定 了 一 个 分 类 。 对 每 一 类 >， 按 下 述 方 法 确定 三 
个 集 4-。，4.,，4* 满 足 定理 要 求 的 条 件 ， 然 后 令 
4i=Ljftdoosr 为 等 价 关 系 一 确定 的 类 }，fi= 0,1,2， 则 4 
41:，4 即 为 所 求 。 
4-，4-.，4 之 确定 法 大 意 如 下 ， 
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情形 1。 存 在 n, Cr, n0, ff"(n)-n,s EERSTE, 
Ree ee He (注意 ， 在 每 一 类 中 这 种 “ 圈 ” 只 能 有 一 个 ). 如 
图 1 所 示 ,把 图 中 所 有 标 作 中 的 点 组 成 之 集 算 作 4.,; 所 有 标 作 x 的 
点 组 成 之 集 算 作 4,,， 而 标 作 和 从 的 一 个 点 组 成 之 单 点 集 算 作 4,,。 

情形 2。 满足 情形 hehe, MAREE 的 情形 。 按 
图 2 所 示 方 法 分 成 4., 和 4,, 两 类 而 令 4,,= 9, 


图 2 
513838. 设 f:0->w， 则 下 述 命 题 成 立 。 
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(1) f(p) ={Aca: f-4(A) € p). 
(2) fü = pM B DOS (inco: (n) - n) € p. 
(3) f(7) 一 了 当 且 仅 当 存在 4E ptf t 4 是 1-1 的 ， 
证 (10 Ef D€p,lllpecis  f- CA) (A511763), 
因此 
FCP) €f(els, f CA) cols fCf- 1CA)) Cels, A; 
ACH Pp). Bib, #4Acomf A) Ep, WowNf-1(A) =f? 
(ON 4)€p, 因而 oN\4EFD)， 即 4 全 天 2)。 
| (2»jddB-(nco:f(n)-n). 如果 BEp， 则 pEclsB， 
FIEF) =p。 如 果 B Fy， 我 们 定义 g:@ 一 8 如 下 .y+ (\B) = 
ft ONB) ttre 8B 任 意 规定 g(n) 的 数值 ， 因 p clo, lN 
B), dig! (oNB)-ft( NB), Biblgtép)-fGn. 应 用 引 理 
37 杆 图 数 g; 三 个 集 4o，4，4s 中 必 有 一 个 属于 zj E AC 
P. HTA,Ng(A,)=4, 据 引 理 17(5) 可 得 
classAuN cl 9 CA) =, 
因 4,Ep， 故 PEclssA4,。。 另 一 方面 又 有 
p=f(p)=9(p) €els.g(A), 

(3) EF) ~p, WEL- Age) =F) BA 
(of) =9G(p)) =p. 
TA={n<0:(gof)(n)=n} 由 (2) 知 4Ep,F 在 4 上 自然 是 1-1， 
反 过 来 ， 设 存在 4Ep， IARLA., WEE Arp RASH B 
(i B C PiffowNB, NfO RIERA X E AB 做 到 的 。 
E 1-188339 C9 llig | B= f | BEN BHE 3& 选 定 对 应 值 
使 9 保持 1-43 由 于 @NB，oNf(B) 都 是 无 限 集 ， 这 种 选择 也 上 
REIR. FE, Fg tB =f} BBE pTi =F pap. 

证 毕 
由 以 上 引 理 便 可 断定 Rudin-Keisler 序 是 po 中 的 一 个 拟订 
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(quasi creer) , 

定理 59 ibp, q, rC D», W|(q pp (2E pzEqg,qmr, 
Wiper; (DEPE, qup, bp. 

证 RIEG). kat FES, 9€ 99, 使 1(?)= 9g， 
8(9) =p. Nj(gof)(p) = p. id 

A= {n<a@:(gof)(n) =n}, 
据 引 理 38(2) 知 4Ep。J 在 4 上 是 1-1 的 ， 再 应 用 引 理 38(3) 可 得 
q=f(p)~>?. 证 毕 

ix — xe HE UL HIRudin-KeislerJ4EBerBJE— 4-4. 接点 同 
Pix — 7 UPARGRÁEMB 在 商 空间 8o/ 一 中 ， 如 定义 相 应 的 Ru- 
din-Keisler jp ih F: Tis Ti € po/ 一 ,各 对 pEri 9E7s 有 2? 三 9 ,就 
Wir, r. 1 AIX Rudin-Keisler Ff fr Bo/ —rh f E —^ RUF T. 

p. qC€Bo, WRP (Sg, p7^q), WA Uk 着 ?和 gq 是 不 
能 点 同 虾 的， 并且 它 们 的 邻 域 有 痊 Rudin-Keisler 序 所 刻 划 的 某 种 
联系 ; 因而 是 非 齐 状态 一 种 刻 划 。 

首先 研究 Bee 中 的 P 点 和 关于 Rudin-Keisler 序 的 极 小 元 之 
间 的 关系 ， 

p E Bow A ERB (Selective ultrafilter) 是 指 对 每 个 f Ep, 
FEAECp, Hf | 4 是 1-1 的 或 者 |f (4)| <o, 

0 的 一 个 划分 (partition〉 是 指 @ 的 子 集 之 族 d = {d,:n<o}, 
"uL Jjd-oHd,0d,-ó, ncm. 

谈 及 极 小 元 ， 上 月 然 应 该 在 bo@/ 一 中 讨论 。 8o 中 所 有 主 超 滤 ， 
Baco, WEARER, 8o ~F RAK, E 显然 是 关 
TR-KFFGRNIC. ARMM RM, RN JSTURDU 
- 极 小 是 TH O* \~ GX Ho* = Bo\@) 中 的 极 小 元 。 为 了 避免 符 
号 烦 多 ， 我 们 仍 在 @* 中 讨论 所 谓 pEo* 是 过 - 极 小 元 是 指 不 存 
在 94Eof 使 ?一 Dj HiqpHg? p. 

定理 40 设 pEwm*， 下列 陈述 等 价 ， 
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(1) P AES-i; 

(2) PEHI: 

(3) 对 @ 的 每 个 划分 & = {danco}, mE Ed Ep, D 
FEAE pf |d, NAL UN fg n odtR ar. 

证 (1) (2), ifC€?o. DH f(x». —fh "f fij Cp RE 
HEME; 此 时 必 有 A452 使 |f(4)| 二 w。 另 一 种 可 能 jf(p) 是 自由 超 
ve. KipA<- Bh, BU p<iCp), ATi (p) =p. 3) 理 24(3)， 
存在 4E€ pif } 4 是 1-1 的 。 

(2) (2). FEMS E06 使 满足 1(d,) ={n}, WR FE TEA, Ep 
fi | f(A.) <o, WEA fem <offt A,cC L das 这 有 限 个 do 中 
必 有 一 个 属于 p。 如 果 存 在 4 使 | 4 是 1-1 的 ， 则 1e， NAl<i, 
以 上 说 明 (3) 成 立 。 

(D> (1) geo", qp, M ff EF EC 06 使 J(p) =q. (f^! 
(n):n€ f (o) &otf] —P RZ. WRATH) ep, 这 将 导 
Egs HEME, qc. mE atp, Wey 
(S) fEfEAC ph | fO 1 A| &1, IRJÉTEA Ef 1-109, MA 
Wilg--p. RAH ES-n. XX— 定理 为 Kunen 给 出 。 证 毕 

BA, BRONARTR., WRB 4 为 有 限 集 ， 即 除 去 有 限 
个 元 外 B 几 乎 包 会 于 4 中 ， 则 记 作 BC*A4,， 

ip Co*,A,BEp MACTB 的 充 要 条 件 是 Cles AC cla, B, 
Hels ACA p) Fi pst Pj] 45380, (ci, AA4€ p) Sip 邻 域 基 ， 
HERES TESIM. 

引 理 41 p 是 6* 中 的 P 点 的 充 要 条 件 是 对 任意 可 数 个 4,Ep 
(R<O) ， 必 存在 4Ep， 使 对 一 切 s<m， 有 AC*A,. 

定理 42 ?是 o* 中 的 忆 点 的 充 要 条 件 是 对 @ 的 每 个 划分 A = 
taoin<oj， 如 果 dnE& 2 对 一 切 4&<@ 成 立 ， 则 必 存 在 4EB， 使 

|Afd,|<o, n<o, 

证 设 p 是 0* 中 HPA, d={dysn<o} 是 o 的 一 个 划分 且 
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dap, no, WHR Ano 
A, L Jidisiz9nl€ p. 
由 引 理 41， 存 在 4Ep, HAC*A,, noy 即 |4 A <O, n— 
o, FE 
ANads = ANAN An) 
= Af A,N AD Ana 
CAN AS, 
HEIAN da) <o —8la «opm. 
反 过 来 ， 任 取 可 数 个 4.Ep， 不 妨 设 
Anp An, 2<.0 
Bdn = AnN An M (d.n coU {oN 4,} 便 是 的 一 个 分 X), B 
Akfi4d.Cp, HONA Ep. HAE (EAC p] AD dal <o, 
n<@H | Al NA) <o, PRACA, W 
ANA, = AD Ag\ AN A, = AN) CAN AS) 
=A GQUdU,U- Ud.) 
BT GLI ANA, |<@,; BIAC*A, n<o, 这 说 明 p 是 P 点 ， 证 毕 
这 个 定理 告诉 我 们 ， 氢 - 极 小 元 必 是 已 点 。 
定理 45 Apo HPA, @co*Hp<g, Myt EPÄ, 
证 WYe<¢, APES C°%ofif( P)-g. VW {Anin<a}c 
q, li] (f (A, :nco)cp, BipJEP A, WFE HC? fi HC* 
f(A). FLAS (A) C*A,, n«o, MASA) Eqg， 据 引 理 
4150 9 也 是 已 点 ， ur 
PERRIN, MRAP RAP AUER, MP Aw, 
是 较 小 者 。 自然 会 问 非 己 点 与 已 点 间 ， 书 点 与 己 点 间 是 否 总 能 比 
较 呢 ? 回 管 是 否定 的 ;到 不 是 全 序 。 那 么 每 个 己 点 或 每 个 三 - 极 小 
元 是 否 总 存在 与 它 可 比较 的 P 点 或 非 已 点 呢 ? 本 节 的 余下 篇 幅 将 
辐 管 这 个 问题 ， 
上 一 节 曾 经 提 骆 ，w* 中 点 的 存在 性 是 独立 于 ZFC 的 结果 ， 
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Shelahth (Ed P MAZPCHA (iB) Br RMR, AR 能 在 此 
(EIE. iiBocth3E-F3E M ATP 点 存在 的 结果 由 第 四 章 $3 中 之 
Bocth 定 理 和 和 本章 引 理 41 便 可 直接 得 知 ， 

定理 44 (MA) @* 中 存在 PP 点， 

pco*, Dco, My RFTEAC 2 使 对 任意 的 mn 二 @ 有 |{nE 
A, IF Di <m}|<e, WEDER, MP 称 p 塔 。 
Kirp DIEWE supi |f (0) ND], 2€ A) o, WP DRAB A 
Diui. 简称 p 满 塔 , 令 多 ,为 一 切 ? 满 塔 组 成 之 集 。 容 易 验证 ' 
PFT Fi MEELIS 的 。 

‘PMB, Be 一 个 了 Seo， 它 满足 | 太 Ce) =n, 
1-0, 

引 理 45  UpAotnBzPm. Sp UIF ERARE 质 之 充 
Be TT a Fy PH, 

ut AFR, WBA p, Fium, <o 使 

[(n€ A:|] f! Gi) n F|<m,}| =a, (1) 
MRATEm<o, *—WACp, Himi = mÅ ERAR X. UA 
WE ACP, HA 
A,={n€ At|f-*(n) 1 F|<m}€ py (2) 
fi] A, = AN A, € p, BA 
(n€ Ais f 1n) F| zm) 
对 于 这 个 4 ， 取 站 = 如 4 上 时，(〈1)》 式 将 不 成 立 了 。 由 于 (2) 
C=U (f Mn)NF:nC Ag) C DD, 

mCcnPsó, SEAR. 

dp LE ANE LE, MOAT FAI — Fl] BI 9 B Am, 
ico, MARTA CP, i<o, 使 

Ais {n EAn |F (in) F|-»mj)€g 

否则 将 与 上 述 灵 不 存在 的 前 提 发 生 矛 盾 。 由 于 是 已 点 ， 故 必 椒 
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在 4E 7 了， 使 - 
AC*A,, AC* A,, ico, 
bns ERK n<o, HP Ftim >m, iX 
{REA |F Gon Pj &m)c(as EA: |f Nn F| Sm} 
! c AN A, 
HIE {EA ft) n P| m) |o. KRW J&— 个 ? 塔 ， 
MPRA. 
L| EWERT OEE., BURP ie, COD; BCH pips, 
RERE X, ffdEm oil A, C pfit 
sup( | f(n) NC|:n€ Aj) 2m 
Fpi, ETE UFE A, € pfit 
: [{nE Ayt | f-4(n) 0n F|<m}| co 
故 必 存在 aE Ag MA, nom, fl f qon Flom, WIEN 
Clem, KAI Han) =r, FU 
FO CN f-*(n) #4; (3) 
MERR, fon) NFE NONO W lf A Fl <| fo 
C| 叶 至 矛盾 。 由 于 满足 ( 3 shea, AULA 
8846 it2,-2,U(F,inco) TRIB PEM, d= 
{duin <o) 是 @ 的 一 个 划分 ?为 P 点 。 则 必 存 在 p BP 使 (F)U 
££ VITE UH BRE, HARET Em <a, fi 
F = |] da, 
或 者 对 每 个 tr<o， 都 有 77 
[F Nda | «o, 
证 ”如果 存在 m<e， ED, U iUd ARARE, Me 
P = LJ 44 即 可 。 如 果 这 样 的 m 不 存在 ， 则 对 每 个 +<@， 
p.t {diin} 
DY ZB RIE, BMF EC, EZEN D. 
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O, ICN (ON D,)|] Co, WA 
C.NC2=(E,NE2ND DUCE, NECN @NDs)) 
CCN Da) UCN CON Dal) 
因而 也 有 1C nes| 一 @， 导 至 矛盾 。 记 
B,=DANE NEN Na, no 
由 于 B, 与 多 ,有 有 限 交 性 质 ， 故 由 引 理 45，B, 是 一 个 ? Be, BITE. 
EA Ep, {Ë : 
B,-U(f i) N Bic Ag}, 
ArEP M, MEA Cp, fe 
A,C*A,, no 
又 由 于 B， 是 p 塔 ， Difiti.-—o, Misi Hic At, d 
LFN Bal zm, 
不 妨 设 0 = bgp iy ee Cig, 则 
{Cins fn); 2<O} 
是 @ 的 一 个 划分 ， 其 中 Cins in) = {Eotn Skin) Hu 
理 42， 存 在 4 Cp, fH 
lA: NCiny tard |<@, no 
4SA=A,NA,, F= a Uff-1tGnB,iicAnci,, noD} F 
显然 是 一 个 rH. ERAB, CB, n<o, WAFER B. 
ZEZ, MUF) U 多。 有 强 有 限 交 性 质 ,再 注意 到 Ds 也 是 p 
故 存 在 A,sEP 
D,- U(f-*G)n Dati € Aa} 
因 B,CD,， 可 认为 4, AS, RH 
PNd,=FN(DN\ND,) CEFN Dasi 
^ CU (f- 1G) € (AN Aga) UCÉ, 541)) 
CUL(f iji EAN An) U Lin tarha 
HT [CAS A. DUCI, iau)|«o.m H[f-l«e, i-o, Bp 
以 上 式 中 最 后 一 项 为 有 限 集 ， 从 而 知 | 了 Nd,| 一 o 对 每 个 nott 
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成 立 ， 证 毕 
定理 47 (CH)》 设 ?是 0* 中 的 P 点 , 则 必 存 在 P 点 9 使 Pp 之 4。 
证 在 CH 下 ，o 的 划分 共有 个 。 记 这 @i 个 划分 为 
{d,:4<@,}, d, - (d, ,n«0) 
SD =D, PBIAgDBBEXXT1«e, 一 切 a<1 都 已 确定 了 
多 .= 4 ULF vay i£. 
Cl) DZ. BARRIER, 
(2) 每 个 了 ,或 者 等 于 有 限 个 8,, 之 并 ， 或 者 对 一 切 4 一 0， 
|F, Nd n| «o, 
MFR RAP, Wu 
B= UU {Bra} 
4 ESSI WHE (1), (2) 两 条 件 , 如 果 =u+1， 则 
Ala<o,, ESN 45, FELE F,, 4OD,=D, UF.) 时 ， 
多 ,也 满足 (1), (2) 两 条 件 ， 这 样 便 可 认为 已 确定 了 集 族 
£,U(F.:aco,), 


ERAT ARC, MSP EAE C2). BARA AH 
有 限 交 性 质 ， 所 以 存在 9 Eom*， 使 
,yUi(Faiaco) cg, 
义 由 于 每 个 了 ,者 满足 条 忻 (2 〉， 据 定理 42 知 8 必 为 P 点 , 最 后 
一 点 ， 因 4 中 的 元 与 针 * 有 强 有 限 交 性 质 ， 据 引 理 45 g 为 p H B 
对 每 个 BEg，f-1(B)Ep， 故 f(g) = p, 也 就 是 
pq 

但 ?一 9 是 不 可 能 的 ， 因 车? 一 9， 据 引 理 38〈《 3 ) 必 存 在 BE g 使 
FEBLE. dB A- fB), M (f 200 NBsin€ A) € Doig 
BNF ^ G0NB:n€ A) 2 6, KHZ cqf A. iE 

我 们 在 [15] 中 对 这 一 命题 作 了 如 下 部 分 地 推广 ， 

定理 48 (CH) H ?是 过 一 极 小 元 ， 则 必 存 在 已 点 4 使 ?一 
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g， 且 不 存在 7 Cot fipcr<gq. 

定理 47 是 Rudin 在 C16J 中 给 出 ， 但 这 里 的 引 理 及 它 们 的 证 明 
都 注 用 了 C15J 中 的 术语 与 方法 。 定 理 48 也 说 明 Rudin-Keisler 序 并 
3E BAR 

如 果 不 限于 P 点 范围 ， 则 有 下 述 绝对 的 定向 性 结果 ， 

定理 49 设 SCo*，|5S| 三 2*， 则 必 存 在 Eo* 合 对 每 个 PE 
S, HPI, 

这 个 定理 的 证 明 可 Wn [17]， 独 立地 也 为 Katstov fr WE 8j 
(C182), (uae EP Ex BRL PL JS ie; Blass 在 [193 中 证 
明了 以 下 命题 。 

250 (MA) 任何 两 个 万 - 极 小 元 不 存在 P 点 作 为 其 共 
i] ba, 

以 上 人 研 帘 了 Rudin-Keisler 序 及 P 点 在 这 个 序 中 的 位 置 .但 P 
点 的 存在 是 独立 于 ZFC 的 ; 而 且 在 研究 Rudin-Keisler 这 的 TERE 
i 。 也 上 有 只 是 讨论 了 可 比较 的 某 些 情形 。@* 中 是 特 存 在 不 可 比较 的 
FAME? 下 面 我 们 给 出 Kunen 的 一 个 著名 的 绝对 性 结果 作为 本 章 的 
结束 (C20) . 

UWF CCo] "是 一 滤 子 。o 中 的 不 交 子 集 对 组 成 之 HCAS, 
AD; ET 大 满足 以 下 条 件 ， 则 称 该 族 是 关于 滤 子 名 的 独立 
Mk (independent family) , W — H occ, feE"2 和 FE 
多 ， 集 

FN(N{A st Ea}) 
必 为 无 限 集 ， 

引 理 51 存在 关于 滤 子 {fCo:o^\F 为 有 限 E) mms 
(A1, Ai» :acer}, 

定理 35 Cb) 中 的 集 对 族 显然 满足 本 引 理 之 要 求 ， 

者 4 二 2 罗 (@o)， 我 们 用 《4 表示 由 4 产生 的 滤 子 ; 即 4 避 <4y， 
《4 是 O 上 的 滤 于 。 如 果 这 样 的 滤 子 存在 ， 则 必 是 唯一 的 
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引 理 52 WF, FP C. (o) dk Ta Aa Ad, a€T) 
是 关于 .多 也 是 关于 起 的 独立 族 ， 则 对 每 4 Eo, FEARR 
JcITi—JiRSxACe, HLA, ADi CINJ} 是 关于 (多 U 
(Apo tdi XT «e U {oN f OPRI rd. 

证 任意 固定 一 点 5E7。 

情形 1 [KA Aaa EIN (a) XT U (NL SJ ADDE 
独立 族 。 在 此 情形 下 ， 置 4= Al, J-(a). IREAMH E 
ER, 

情形 2 情形 1 不成立。 则 必 存 在 一 个 有 限 集 KCI/(a) 和 
一 个 函数 CX BH € ce f 

| Q AFON HN NFA) | <o (1) 

EA4-o0vVA;, J= KU(a), BR, ((A1, AD CINJ} 是 
关于 (多 U 14})》 的 独立 族 ， 

设 LCINJ 是 有 限 集 。 取 gE 2， 任 取石 ,EG， 则 

RAON B, ANFAD =M ALO NN FADD 


LALN 局 Al) GrmBonf- "LARD 

H C1) RTA Ese ee Bey E IRA, XXVLBI(CAS, Add, 
®EINJIRFCY VU {@\ f 1 CA) dh sr de. 证 毕 

定理 55 o* HELEN, gifpXgHg-p. 

证 据 引 理 51 存 在 KAL AbD:ac72)X- T (FCo9,09N FH 
有 限 集 } 为 独立 族 。 把 oo HERB JE. oo= (fiilac2m). 我 们 
MRAMA Aa, ERF ao eINK.C2", MYR, 

(10 F a, G #o-MIET, A 

{<de, APEE K,) 

ROT . wr, 

(2) K,-22*, 9 ,- e, - {FCo:@\F 为 有 限 集 }) 

(3) SB« aW. «CF ,, GCE KCK 
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C4) 3ER/pac2"7,]I27 V K,| m la| 
(5) Wel, FRA, Bco, 使 
{A, ON fi (B) cF a 
(B, aN fi (AES 
我 们 递归 过 程 留 给 读者 ;事实 上 由 引 理 51，52， 递 归 过 程 之 司 行 
ERHET. 
现 设 递归 过 程 已 经 完成 : 对 每 个 we 一 2 都 已 确定 TF a Fa 
MK.-HWE (1) — (5), $p, qEo*W E 
U #.cp, U «cq. 


则 据 ( 5) 便 可 知 p 壮 9，9 半 2， 证 毕 

这 个 定理 的 证 法 说 明 ， 如 果 希 望 不 用 附加 的 集 论 假设 去 研究 
Bw， 那 么 组 合 论 证 方法 是 很 重要 的 . 

Kunen 在 [C202 中 的 结果 比 定理 53 还 丰 强 。 他 证 明了 @* 中 存在 
2” 个 不 能 比较 的 点 。Shelah 和 Rudin 在 1978 年 又 证 明了 ww* 存在 
2” 个 不 能 比较 的 点 C5217) 。 但 是 稍稍 把 问题 改变 一 下 ;给 定 
了 Em*， 问 是 否 存 在 9E0* 合 p，g 不 能 比较 ? AMA E— M. 

Rudin-Keisler 序 首先 是 由 Katttov1961 年 提 出 的 (E227) . 
独立 地 也 为 Rudin (0232) 和 Keisler (0242) 提出， 
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第 六 童 ” 拓 9 扑 空 间 Borel 测 着 的 Radon 性 质 


60 年 代 前 后 ， 拓 扑 空间 和 测度 的 研究 开始 交汇 ， 首 篇 系统 研 
家 拓扑 空间 中 测度 的 文章 是 Varadarajan 的 《Measture on topolo- 
gical Spaces》《1965，[ 1 ])。 本 章 将 选择 拓扑 空间 Borel 测度 研 
完 中 的 一 个 问题 ，Borel 测 度 完备 和 Radon 性 质 的 关系 进行 讨论 ， 
一 个 拓扑 空间 如 果 每 个 有 限 的 Borel 测 度 都 具有 Radon 性 质 ， 就 称 
为 Radou 空 间 。 我们 知道 Radon 空 间 一 定 是 Borel 测度 完备 的 空 
间 ， 但 是 反 过 来 就 不 对 了 ， 什 么 条 件 下 反 过 来 也 能 成 立 呢 ? .人们 
很 早 知道 局 部 紧 空 间 如 果 是 Borel 测 度 完备 的 则 必 是 Radon 空 间 ， 
能 不 能 再 减弱 这 些 条 件 呢 ? 在 相 容 的 集 论 假设 下 ， 可 以 得 到 许多 

本 文 将 尽 可 能 前 明 Borel 测 度 的 基本 概念 和 必要 的 予 备 知 
识 ， 尽 可 能 自我 满足 ， 本 章 大 部 分 内 容 都 可 在 [ 2 ] 中 找到 。 


$1 测度 和 Borel 测 度 的 预备 知识 


BWA fe — IRR, POERA HMT SPAMS KB. B 
OA PX EARS E. OCP AX ERES (algebra) Ji d8 e 
A G [RJE (finite unions) 和 取 补 (complements) 的 运算 封闭 ， 
thE URE, E. 入 ， Hace, HI LEQ-1,--, abc 
c. WRB ECS, MXN BECO, X Eiio- (o-elgebra) il 
dX EO] TAA H B Sx. 

(RHI, Ree 其 由 总 上 其 些 o- 代 数组 成 之 族 ， 则 nn oe 
e—a- (Ra. BED, MEEA EFE, MAH 
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—^- té d gg Boo TR OP) ,我 们 称 色 CE) E E d pe EY 
o- AU. 

定义 1 BH, Z>, +01 Bw EU PR TERES 29 Z 
上 的 一 个 测度 (measure), Hh JEdEZS RX E fgo- PO. 

(1) M(j)-0, (2) 如 果 (Ej:i-1, 2, +} c2 是 两 两 


AREA A a PB, WIBOU ES i=l, 2, 5) DKE), x— 


性 质 称 汐 o- 可 加 性 ， 

4 ERM BEERE, 27) 上 的 测度， 在 人 B 为 已 知 的 情况 
F, ERRIA ERME, WELE CX, Y) 上 的 测度 ， 就 称 
(X, K,U) 为 测度 空间 。 

Bede (OX, 97) 上 的 测度 ， 如 果 A( 开 ) = 0， 则 称 上 是 平凡 的 
(trivial) , WRUCX)< co, WELL HRA. EX 
Xa, X Eu, WB(X,) co, 221, 2，.…， 则 称 上 是 o 有 
限 的 。 

定义 2 ” 非 空 集 开 的 罕 集 . 因 ( 工 ) 上 的 MN», PX), 
+ 00 ] 荐 满足 以 下 条 件 ， 就 称 为 下 上 的 外 测度 (outer measure), 

(1) 9(9) = 0， 
(2) 9(A) &((B), ACBCX, 


, 


(3) eC 40 < DAs), ACX, n=1, 2, +» 


EMS WeEXEM—AAMHE, RECKPW RT 述 条 件 

就 称 百 是 Pp- 可 测 的 。 (9-measurable) , XMf£—MCcX, F 
9(M)-eOMO E) + PM NE) 

定理 1 设 9 是 集 互 上 的 外 测度 ， 则 下 述 命题 成 立 ， 

(1) 所 有 9- 可 测 的 集合 组 成 之 族 是 蕊 中 的 cc- 代数 . 记 
FER 

C2) HE,C97,n-1, 2, -, 是 两 两 不 交 的 ，4C， 则 
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e( D) can B,))- 3122 11 bade 


cht, BY xe e dv 上 的 一 个 测度 

(3) #ACKXHY(A)=0, MACY, 

定理 2 ik OX, Z, 4) 是 一 测度 空间 。 若 对 每 个 4 性 了 ， 
令 

L*(A) 2 juf {u (B) ACB, BEB} 

则 8 是 天 上 上 的 外 测度 ， 且 有 下 述 命题 成 立 ， 

(1) 所 有 4*- 可 测 集 组 成 的 96- 代数 QB UE 2 ， 且 有 只 
C =, 

(2) TRECXJRT BW * 之 充 要 条 件 是 8 站 BEQU* 对 每 
AW ECB) < + co ff BCC A) MEW. 

(3) HECK, w*(B)<+0o, FEB * SRB 
B co fiiv*( (BB) U(B\E)I]=0, 

以 上 两 个 定理 的 证 明 可 在 任何 一 本 实 分 析 或 测度 论 的 基本 教 
材 例如 5 3 I, C4 PRB, WHE ttis. 

本 章 中 讨论 的 空间 都 系 Hausdorff 拓 扑 空间 ;也 就 是 空 间 中 任 
AW AI pia sy 必 人 存在 不 交 的 两 个 开 集 U ,,U, fii zx EU,.y CU,. 

Sli] XFS. ASR PRR EUH COO. AX) A 
A(X) KAR. HIF RIE wv CX) rE- fs 3g EOS X Fig 
Borel o-[CXr, BEZ), BCX) HRE 为 Borel 集 ， 
PERS IRA AT, RIMS. A. Or 8 分 
Ai CX). FX), ADOMAX). 

如 有 果 半 是 一 空间 而 4 忆 X， 用 4 ,A" 分 别 36 zRRER A HA 
(closure) .和 内 部 (interlor) , ALEX (ACX) 的 邻 域 系 指 
人 的 子 集 U， 它 满足 x EVU”(4CU") , UR- ERRE, 

定义 4 ”空间 上 的 Borel 测 度 4 蚌 指 基 上 的 Borel o- HFA 
上 的 一 个 局 部 有 限 测 度 ， 即 对 每 个 +E 也， 存在 邻 域 UE 绍 ， 使 
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u(U)< +00, 
WACK, & 
u*CA) =inf{u(G):ACG, GES}, 
HCA) =sup{e( FP): FCA, FEF}, 

定义 5 Bees X büjBorelg] E, BCA, ip R B iJ 
#(B)=8*(B), WigyBiku-5»iE W] (#-outer regular) 的 如 果 
RC(B)=Ka(B)， 则 称 B8 是 -内 正则 (4-inner regular) AY; 如果 
u(B)=supte(K): KC B, KES}, 则 称 B 蚌 EB-Radon 的 。 假 
如 有 静 中 每 个 元 素 瑟 都 是 凡 -外 正则 (4- 内 正则 或 -Radon)， 就 pu 
是 外 正则 CATE SE Radon) B, X zu BE RESP IE Di] MEA EM, 
BLERMJEIEBRBU, 2:56 'B4^ GR b JE -Radon 的 ， 则 称 4 是 
Radon f, 

对 于 针 上 的 有 限 Borel 测 度 ， 加 果 它 是 内 正则 或 是 外 正则， 
WE AEWA. E, QüiRSpPQiER], 即 对 每 个 ACB, H 
HCA} =A), (TIRBEC 26, SA=X\B,M 

B^(B)-infib(G), BcG, GEW} 
-inf(M( X)NROXNG), XNGCA, GEG} 
-lCOXo) -sup{t (F), FCA, FEF } 
—uH( X)—H,CA) 
=4(X)- BCA) 
= HB) 
Ife, FRIED Hu] SEA PI EM, 
又 由 于 讨论 的 空间 都 是 Hausdorff 的 ， 因 此 每 个 紧 集 都 是 闭 
W. HETTA: 
supi4(K), KCA, KEW }&sup{t(F), FCA, FEF} 
«uA), 
从 而 可 断定 车 kk 是 Radoen 的 则 & 也 是 内 正则 的 。 但 上 述 这 种 关系 的 
反 回 纺 涵 却 是 不 成 立 的 。 这 里 先 举 一 个 非 有 限 Borel 测 度 内 正则 
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ni 4: ob TE A BA 

pii iV RO AR Rae, X=YXxCO, 1). AXE 
局 部 紧 (locally compact) 且 是 可 度量 空间 (metrizable space) , 
对 于 每 个 BE 92(X)， 令 


WCB)= FACEECO, 129:(y, OC B}) 
yer 


其 中 /表示 实数 集 R 上 的 Lebesgue 测 度 ， 无 限 和 的 意 义 如 下 ， 车 
f. YC, +co)， 则 定义 


L f(y)=sup{ Z£fGy:FcY, 为 有 限 集 }. 


据 定义 可 判定 4 不 是 有 限 的 。 读 者 容易 验证 4 是 内 正则 的 ， 但 是 闭 
SRY x {0 } 恰 不 是 4- 外 正则 Bg, 3c Sc EUY x {0}) = 0， 而 inf 
{4(G)， GDY x {0}，G 在 了 中 为 开 集 } = + ceo， 因为 对 任 Mae 
YX {0} 的 开 集 G， 痢 有 4(G) = +00, 
非 空 集 族 .ez 称 为 向 上 定 启 (directed upwards) 是 指 .ez 满 
是 ， 对 任意 的 4，BE .ew ， 存 在 CE .ef 使 4UBcCO， o 称 为 向 
Fuel] (directed downwards) 是 H. jg m. 对 t HA, Bc 
A, FECE AWCCANB., 如果 4= U uo, mol ru 
II. WIE AA, WRAN, m. 是 向 下 定向 的 ， 就 
iu fF v A. 
定义 6 SEXP Borel Pil Beudg 8t p 
sup(M(G):G EG,} -u(X), 
其 中 多 vC 多 是 满足 处 ,并 的 任 一 子 族 ， 则 称 & 是 弱 z- 可 加 的 。 如 
RU IR 
sup(M(G)1:G C €.) =K(G,), 
phe CORRES AG E TE, WI 称 4 是 z- 可 加 的 。 
据 定义 立即 可 推 知 
命题 ” 设 和 上 的 Borel 测 度 & 是 有 限 的 。 则 
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C1) egr- TY WZ SE SER HP AS 
inf(au( F): PES }=0, 
其 中 多 ,C.F EEF VOS T3. 
(2) hk 是 f- 可 加 之 充 要 条 件 是 
inf{u(F):FECF =F) 
其 中 .多 CF FEF NP RETR. 
Mt FARA Iff] Borel fl FE . (fr B6300 £i 4 X€ . FEE- RM. 
例 2 WC 测度 (Weighted counting measure), # X ji-a. 
fal], f:X—+C0O, +o), WHPBE A(X), & 
u(B)- P fx), 
可 以 验证 这 是 雪上 的 一 个 测度 ， 我 们 称 这 个 测度 为 FC 测度 FTN] 
称 为 重子 (Weight) . dg X Æ 离散 空间 (discrete space), ; 
wet 一 可 加 、 外 正则 且 是 Radon 测度 。 下 面 验 证 r- 可 加 ， 余 
HHA, RO COLRWE v. 8. 的 任 一 子 族 ， 其 ME 
UEa rA 
H(G) =sup{ 2 f(z):Fc6,, IF| <0}, 
sup{H(G):GE@,} =K(G,) 
ARMM RU IR T RP CE, FECES mica) 之 
fio, IABP REGA, NAS AG, WHEE, 可 找 
到 CE 唔 使 wxECG。、 双 由 于 客 , 是 阿 上 定 的 ， 因 此 存在 CE 后 ,使 ， 
UG.cG, LF AA PRS, TEP CG, A f MG )> X fi), 
SUB Ux TeX, f0, m 
Ay {PFCX:|X\F|<w} 
WA oF AER PERR BAF = 0, RI X) = +00, 
MIRAE € (tl eR) = +00, LE] MARR inf(uC PR) F €i 
F 4-0. 
定义 6 ”空间 上 的 Borel 测 讼 4 的 支撑 集 (support) GK’ 
| RC 


BRAU TERRAIRE. Mew Mie, Hew >, 

Hid LAWS, Me XS S)=0, Wee iR (fully 
supporicd), MRS =p, We Pat 平 Ju Clocaliy tri- 
via 1). 例 2 中 4 的 支撑 集 便 是 S = (zc X. f(z) 二 0}， 

定理 5 设 六 是 一 空间 ， YOR, 则 子 空间 Y 的 Borel co- 代数 
B(Y)={BNY:BEB(X)}. PEAY c Z2 (XORBI 56. Y) 
-(BcCS6(X):BcY), 

WE .-(BOY:Be AX) PREY HH o- Ke, A 
EIC, AB Yc, BHA, OX = (BC XIBCOY 
€ 4 (Y )) EXP ho-RHAC( XC, i Her CBY), 
Z EAB) = oz, 

定义 7 设 4 是 也 上 的 Borel 测 度 ， 了 CX, 则 y=u* HEY) 
是 YY 上 的 一 个 Borcl 测 度 ， 我 们 称 Ly 是 Borel 测度 在 了 上 的 限 测度 
(restriction), 

为 什么 kr 一 定 是 工 上 上 的 Borel 测 度 呢 ? 事实 上 ， 据 eM nu" h 
X ESNE, MHA pA Giu- A 测 的 ， 再 据 定 埋 1 

(2)， 有 


n*( YN B,))= Xa*Y5B», 
he 1 fel 


HR'RB.C/S(X), m=], 2, ++, Bede 344()-(B0Y: 
BOA X)}, WR ue, -a* | BY) BME o-up Jm 的， 因此 
是 一 个 Eore! 测 度 

定理 4 ” 设 4 是 下 上 外 正则 的 Borel 测 度 ， 了 玫 瑟 ， 则 He = px， 
Hau, thE 5 TE SAY, 

证 据 4*，4* 之 定义 直接 可 知 对 任 一 4 六 ,4*(A) 过 1*( A). 
SIM CA)«u*(CA), RERI A ARABCA 
RSC A)SHCB), 由 于 k 昧 外 正 W AY, DUCE) =h*(B)， 从 而 知 
MCA) u* cB) -u(B), £g EBA Ret -u*. 
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Tubus, AEN, AHE—BCAPBOD, a) 

BQCB) : 9j*(B) 2 inf(B( G) BCG, GEC@(X)} 
zinf(u*(G(Y):BcG, GE@(X)} 
=inf{ty(H):BCH, HE(Y)} 
ly (B) 

Wf Wey die SP TE UU 证 毕 
EMS WXj—uB, POX, Biv EY FE Boreli 
E, MEP BEB (X), ^x&(B)-u(BOY)., MEXER 
Borel ME, BPEAAIX E 的 RE 拓 测 度 (extension)， 或 简称 4 的 
显然 ，(xu)vy = 二 此， 
定理 5 设 革 是 一 空间 ，YCX，k 是 YY 上 的 Borel 测 度 。 上 是 T- 
可 加 的 充分 必要 条 件 为 za 是 r- 可 部 的 。 
证 ds 是 Tt- 可 加 的 ， ECE), Ca Go FS AE 
{GNY:GE EF), Me CY (Y)H.e AG NY, F 
xA (G4) SEG NF) =sup{u( H) H EA} 
=SUP{ x(G):G C Cah 
nj Sl xii r- REA. 
反 过 来 ， 设 xk 是 二 可 加 的 ，.ef COV) Hw, AU, WH 
^U €, FETE F(X) 使 UV -UnY, 令 

9^ = (LJ (UsU € c ior LIC ,, le | eo), 

WAY c CX),97 AV, eV RV ONY =U, LRA MG 
验 Y- 是 开 集 族 且 是 向 上 定向 的 ;而 Fu= LI =|_ (UU Cy} a 
V,nY 2L J (UO Y:U €. ,) 0 Je ,:-U, 

于 是 
B(U,) = xRCFo) = sup( s&(V)sV cov), 
可 以 证 明 
sup( «&(V):V EW} =supfa)E.er) 
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因此 k 是 1- 可 加 的 。 对 于 最 后 的 这 个 等 式 , sup (I (U ) U € on 三 
sup( x&(V )1 V EF JER FAS PR UAE TU € o Vu=LtU} = 
VEY PMU) = (V o) <sup{ a (V): V € 97) ， 从 而 推 知 该 
不 等 式 成 立 . 另 一 方面 ,对 于 每 个 F =LVIZE.er SEK, FE 
U,C.e Vi ee Co， 因 .人 是 向 上 定向 的 ， 因 此 
BV) = xu(L {UU EY) 

=p(| Je ) AU,) 

<sup{H(U ):U Eara} 
i ili Misup{ xC(V):V €%"} «sup(u(U):U Er 


$2 BoreljillPz5z 44 7x|H] E; Radon 
空间 的 古典 结果 


定义 9 (1) 如 果 空 间 世 上 每 个 有 限 的 Borel 测 度 总 是 z- 可 加 
Wy, MERX Lt Borel fil hE 5E 4418) (Borel measure-complete), 

C2) 如 果 卸 则 下 上 每 个 有 限 的 Borel 测 度 总 是 弱 z- 可 加 的 ， 
jl fy X 3:55 Borel fil HF5z &r Hy (weakly Borel measure-completc), 

显然 Borel 测 度 完 备 空 间 必 是 弱 Borel 测 度 完 备 空 间 ， 另 外 下 
述 关系 也 是 很 直观 的 ， 

定理 6 FAX AL Borel jill HESE 4 JE BH b 为 X Ru egg 
Boreljjlj 5: 4 (hereditarily weakly Borel measure-complete), 
特别 是 当天 是 Borel 测 度 完 备 时 ， 天 的 每 个 子 空 间 也 是 Borel 测 度 
完备 的 ， 

证 Emt, ReX EMA PR Borel fi] E, Cc (X) 
HE7 G. SERV .C«(G). IT X3k f£ 弱 Borel 测 度 完备 ， 
Pus, =E | ECG) EG EAST- Hy Ay Borel fy Hr, 于 是 

HC Gy) = Bol Gy) = sup{tg,(G):G € «€ ,) 
-SupiH(G):G € Eih. 
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Wr Lu r-a BPX LE Bore! Ml 5r fe. 

己 证 必要 性 ， 设 了 福王， 是 了 上 的 有 有限 Broel 测 He, Pe ， 
X EIEH BAT- B INEJ, keet iet- AT R. 证 毕 

定义 10 如果 空间 天 的 每 个 有 限 的 Sroel 测 度 都 是 Radon 的 ， 
GLP NX fi Redon [a]. 

51387 kee X FAY Borel M/F, mip IF 集 都 是 4-Radon 
的 ， 那 么 k 是 t- 可 加 的 ， 

证 Re, CCA AG, EKAAETG SHE THR, WY. 
断言 天 必 会 在 容 , 的 某 个 元 中 ， 事 实 上 ， 因 名, 是 天 的 一 个 开 复 盖 ， 
五 紧 ， 故 存在 有 限 子 复 Y, = RE 
HEEN, RACES UEC CG, WiiKcG. xt, RA 

H(G) SUp K) KC G,, KES} 
zsupiu(G):G € EN 
相反 的 不 等 式 成 立 是 显然 的 ， 因此 
#(G,) =supie(G): Ge «€,) 


这 说 明 4 是 z- 可 加 的 。 证 毕 
定理 8 Radon 空 间 一 定 是 Borel 测 度 完 备 空 间 ， 
这 是 引 理 7 的 直接 推论 ， 


反 过 来 ， 是 否 Borel 测 座 完 备 空间 也 一 定 是 Radon 空 间 呢 ? 
答 是 否定 的 ， 下 面 是 一 反例 ， 

例 35 Sorgenfrey 区 间 牙 = CO, 1), Jtdtidhrt Xp BEXPSEJE IX 
间 Ca，5) 为 拓扑 基 所 产生 ， 

可 以 证 明天 是 遗传 Lindelaf 并 且 它 的 紧 子 集 一 定 是 可 数 的 ， 

AU V.Cv H«.,78, LEX Ef HH Boreli, HF 
€ VE Ge. 而 Co 是 Lindel6f 的 ， BUT dk A BFS CEE 
ATG. HTS CA EER, AA—HMPET EE {Uc 
UsC… CUC}, HWA- a Inet mea, )slimR(U,), i 
此 可 推 知 &(Go) = sup{m(U) VES, }, Be &c- REB DI Eie E 
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“说 助 上 起 Sorel 测 度 完 备 的 。 
男 一 方面 ， 如 果 令 4 = 4 4, AR EffjLebegue 测度 ， 因 为 
| AME—z2€ X, n(12) = 0, MA PE- ERTEKET, M 
由 o- 可 圳 性 知 k(KK) =0。 这 样 ， 只 要 择 定 一 测度 不 ,为 0 的 Borel 集 
B， 总 有 4W(B) 夺 sup{4(K): KCB, KES}, 也 就 是 说 & 不 是 
Radonfyy , 

这 个 例子 说 明 Borel 测 度 完备 空间 不 一 定 是 Radon 空 间 ， 

下 面 证 明 瑟 是 遗传 Lindel6f 并 且 它 的 紧 子 集 一 E 是 可 数 的 ， 
WBDCX, c 是 D 的 一 个 开 复 盖 不 失 一 般 性 可 认为 .ef 是 由 基 开 
RAR FAAC, MRAKA Cba ta). 现在 在 .ef 中 定义 
一 个 等 价 关 系 一 如 下 ， 着 4，BE.ez ,如 果 存 在 ,er pC. of fli A, 
BEA s, Wil J-e is 是 瑟 中 的 一 个 开 区 间 (a, 6) 或 半 开 区 间 
[ae，2)， 则 记 作 4 一 瑟 ， 读 在 可 以 验证 这 确 是 一 等 价 E, XR 
等 价 关 系 所 决定 的 分 类 每 一 类 .ez ,的 并 Ler。 必 是 一 个 区 间 COT 
的 或 半 开 ) ou, L 如果 是 不 同 的 类 则 Co) NCL m) 
=o, 对 于 实数 轴 来 说 两 两 不 交 的 区 间 只 能 有 可 数 个 ， 这 也 就 是 
说 .ef 可 作 如 下 分 解 ， -= Ds, L)-e£ ,为 区 间 ， 且 区 间 之 
间 两 两 不 交 。 读 者 还 不 难 验 证 ， 在 每 个 -ez 中 可 归纳 E: 出 一 
组 可 WE e VEL). =e, XXE Lie = LI Ue’ yt = 
1,2,-:). nf io nl FS, 即 刀 是 Lindelaf 的 ， 

现 设 DC 于 是 紧 子 集 ,。 设 x E50,1]， 如 果 对 任 一 a 二 x 有 (a， 
D DD 为 无 限 集 ， 则 称 z 是 关于 D 的 左 聚 点 ， 如 果 对 任 一 5 二 xz, 有 
(zx,，5) 间 D 为 无 限 集 ， 则 称 z 是 关于 D 的 右 取 点 ， 特 别 是 当 (x, 
0)0 2 为 不 可 数 集 时 ， 称 z 为 关于 的 右 不 可 数 聚 点 。 如 果 对 任意 
Aja, b:zC(a, b) 及 (a, b) DAA & 的 ， UI PREFER TD 
BAS RIA. KULTTI ELERIA REO EU NUR 
您 让 对 [0，13 的 普通 拓扑 而 言 的 ,对 于 本 例 中 的 Sorgenfrey 拓 $h, 
We CXJLD (在 Sorgenfrey 拓 扑 下 ) HRA (不 可 数 聚 点 ) 之 
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充 要 条 件 为 + 是 关于 Dp ESBS) BARR CR TRE 
点 ) ,如 果 〔0，1] 中 存在 一 个 关于 忆 的 左权 点 ， 则 必 可 找到 zw E 
D [i zi 一 Ta ‘<a -<2,@ A,=(4,, Fapt), EEMIT 
1, 8, : UN Ü 49 X RTE DK) WPAN 2S 的 FPR i, 44 
EARTH T, 与 DD 紧 矛盾 . 

现在 设 C0，13 中 不 存在 关于 五 的 左 聚 点 。 但 若 刀 ji 可 数 
集 ， 则 必 存 在 关于 DD 的 不 可 数 紊 点 z ， 由 现在 的 假设 ，z 是 关于 
D 的 有 不 可 数 府 点 ， 即 是 DD 的 不 可 数 率 点 。 取 ysED tty, >y.> 
Syst, WAA — Ain, Cyane Ya NDB AH, 
THEY nes Yn XU TEXEDIS MRR Hx. WFR, nc 
D, 再 对 XY, 作 同 样 的 讨论 ， Rffgo n] X RR a> fis VED, y! 
此 继续 下 去 ， 可 得 之 zj 过 之 其 聚 点 怡 是 [0， 了 i 中 六 
FOR AAR FE! 

那么 ， 在 什么 条 件 下 Borel 测 度 完备 空间 才 是 Radon 的 呢 ? 这 
始终 是 人 们 注目 的 一 个 问题 ， 下 面 我 们 将 证 明 对 于 局 部 紧 空间 ， 
Borel 测 度 完 备 空间 一 定 是 Radon 空 间 。 但 述 及 的 结果 将 更 多 和 更 
一 般 些 ， 

引 理 9 设 4 是 了 上 的 Borel, AEB, n=1, 2, +, 
且 设 4 = OAs, 如 果 每 个 4。 是 An- Radon 的 (或 是 4- 外 正则 、 
&- 内 正则 ); HWA thee Radcn 的 〈 或 是 &- 外 正则 、& 内 正则 的 )， 

,证 设 每 个 4, 是 4-Radon 的 ， 选 定 a L A) HNS], Hea 
W LJ 4,) -4 二 0。 按 Kk-Radon 的 定义 可 以 确定 K,ES， Kac, 
An, (ii 

PAn NKa)<e/N, amp 23n, N, 

HFK = U K, ERK, KCU 4, cd, H 


+ PCL) A, - K)<u (J AN. Ke) 
Fy 
< È MAN Ka) <E, 
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BU 
RE) A, )-e-a, 
EJ Již Hu A) =sup{uck): KCA, KEX}, HI AJ&u-Redonjl. 
青 证 每 个 4, 是 kL- 外 正则 的 情形 。 AE A, eC A,) 
«te WAP Afi An) = + cco， 则 A(A) = to, SIER 
结论 自然 成 立 。 任 取 e 汪 0。 对 每 个 4,， 存 在 G,E 安 ， 使 
BGN Aq) «e27*, 
JG = LU G。 这 一 开 集 满足 4CG， 且 


BON A) «aC Ü Ga NAIS Ü pO NA <e, 


这 说 明 4 蚌 4- 外 正则 的 。 对 于 每 个 4, 都 是 -内 正则 的 证 明 完全 类 
D. BOSE. 证 毕 
51:810 设 4 是 苹 上 的 有 限 Borel 测 度 。 如 果子 中 的 每 个 开 集 
是 上 -内 正则 的 ， 则 /是 正则 的 . 
证 Ww -(A€£8:A7JEp- ATEN Bu- PIED) Me cor, 
由 于 4 总 有 限 的 ，. 包 对 取 补 的 运算 是 封闭 的 ， 再 由 引 理 9，.ez 对 
可 数 并 运算 封闭 ， 也 就 是 说 .of 是 0- 代 数 。 于 是 ,ef = B, ie 
SIT] 设 k 是 于 上 外 正则 的 Borel 测 诬 。 如 果 每 个 测度 有 限 
的 开 集 中 nk-Radon 的 〈 或 K- 内 正则 的 ) , 则 每 个 测度 有 限 的 Borel 集 
也 都 是 4-Radon 的 《或 -内 正则 的 )， 
证 BACB, M(A) oo, 任 取 e 汪 0， 由 于 4 是 4- 外 正则 
的 ， 故 存在 GE 宕 ， 使 AKC(G) 一 +co 且 
U(GN A) <e, 
HHEGNADBu-»MEWTE, up Aff EHC, GN ACH B. 
HH) <E 
为 一 方面 ， 由 于 G 是 测度 有 限 的 开 集 ， 由 假设 知 u 是 4-Radon 的 ， 
国 而 存在 紧 集 天 CCG， 且 
BCK)>H(G) -e 
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Fig As oh MI RR ES Hausdorff, KIEN 集 ， 从 而 C = 五 改过 
d imp. MEP RR ZIP SC WER: nt 
BCC) SUCK) - CH) > BG) - 28 
zt A) - 28, 
据 此 知 
HCA) =supitiOh CCA, CEH}; 
即 4 是 Kh-Radon 的 .4- 内 则 的 情形 证 明 类 间 ， ur 

HB 设 k 足 下 上 的 有 限 的 Borel 测 度 。 如 果 每 个 开 集 是 &- 
Radon 的 ， 则 4 是 外 正则 和 Radon 的 ， 

这 是 引 理 10 和 引 理 11 的 直接 推论 。 对 于 无 限 的 Borel 测 度 ， 
结论 不 真 。 事 实 上 例 1 便 是 一 个 反例 ， 读 者 可 以 验证 例 ! 中 空间 
著 = 了 x[50，1] 上 的 Borel 测 度 k 是 Radon 的 但 不 是 外 正则 的 ， 这 
正 是 因为 上 不 是 有 限 的 。 显 然 它 也 不 是 ac- 有 限 的 ,推论 12 的 结果 能 
否 推广 到 o- 有 限 的 Borel 测 度 的 情形 呢 ? 可以， 但 必 须 附加 一 些 
条 件 ， 不 过 这 一 结果 却 可 推广 到 一 类 特殊 的 o- 有 限 测度 即 中 度 
Borel jill | (moderated Borel measure), 

定义 11 ee: 23 fa] X_b AY) Borel WM AF, WRAP 存在 可 数 个 
FR Ga n=1, 2, =, HEL) Gu XB.) +00, MEKA 
H F Borel jill PF. 

定理 15 ee X bp Borem E, 如 果 XH ae 测 
度 有 限 的 开 集 是 4-Radon CA- 内 正则 ) 的 ， 则 /是 外 正则 和 Radon 

(正则 ) dj. 
证 kK 是 中 度 Borel 测 度 ， 故 存在 测度 有 限 的 开 集 G，,, n=1, 


2,5. KL] Gun 和 如果 把 测度 zw 限制 在 G, 中 的 Borel 集 上 ， 即 


考虑 Borel 测 度 ha, =E) 22(G,), "BS RCR FRU BE. DS 此 据 推论 
12 Ka, 是 外 正则 和 Radon 的 . HACB(X), MAANG,, n-1, 
2，…， 都 是 ke,- 外 正 M 和 ko,-Radon 的 ， 因 为 ANG EG. PY 
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Borel $i, HANG AEX rpiEorcld&, BARE BER SPIE MY Fue 
Radon 的 。 应 用 引 理 9， 可 知 4 =Ù (ANG) 也 是 wk- 外 正则 和 &- 
Radon 的 ; 所 以 4 是 外 正则 和 Radon 的 ， 
对 于 每 个 测度 有 限 的 开 集 是 k- 内 正则 蕴涵 4 是 E. 则 的 结论 证 
HEN, ARR, 证 毕 
引 理 14 ” 设 上 是 瑟 上 的 Borel 测 度 , GE @(X) ite =H ! BCG) 
是 弱 z- 可 加 的 。 如 果 于 是 局 部 紧 〈 正 则 ) 的 ， 则 G 是 kK-Radon(k- 
AEM) 的 ， 
证 AXA, XPAPIPZCG, FEA Aim 了 使 太 是 @ 的 紧 
子 集 . 设 .sz 是 所 有 这 样 的 开 邻 域 的 有 限 并 组 成 之 族 ， 则 .er AG, 
狂 条 件 he 是 弱 f- 豆 加 的 ， 因 此 
B(G) 2 bs (G) = sup(Mg (QU) sU C or) 
«sup(u(U-):U €.e) 
«supiMC K): KC G, KES} 
xau G) 
这 说 明 G 是 Kh-Radon 的 。 第 二 个 结论 的 证 明 从 略 ， 证 毕 
定理 15 设 kK 是 羡 上 的 中 度 r- 可 加 的 Borel 测 度 。 如 XG 
部 紧 的 ， 则 4 是 外 正则 和 Radon 的 ， 如 果 蕊 是 正则 的 ， 则 4 是 正 
Wi B. 
这 个 定理 是 定理 18 和 引 理 14 的 直接 推论 。 它 说 明 当 下 是 局 部 
紧 空 间 时 ， 世 上 的 有 限 且 7T- 可 加 的 Borel 测 度 都 是 外 正则 和 Radon 
的 ， 因 为 有 限 测度 自然 是 中 度 的 。 这 就 是 说 我 们 已 回答 了 前 面 提 
出 的 问题 而 有 以 下 结论 : 
推论 16 局 部 紧 和 Borel 测 度 完 备 的 空间 一 定 是 Radon 空 间 ， 
实际 上 我 们 可 以 得 到 更 强 一 点 的 结果 ， 
定理 17 ” 设 开 是 Borel 测 度 完 备 空间 。 如 果 习 是 局 部 紧 《〈 正 
WW) ， 则 每 个 中 度 Borel 测 度 是 外 正则 和 Radon (正则 ) 的 ， 
证 根据 定理 15 只 要 说 明 每 个 中 度 Borel 测 度 4 是 fr- 可 加 的 即 
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I. FH Bore, HEFER Oa n=l, 2, ory ` 
4i Ga) — + ooffij UGX, Xi: Borel iM FS 空间， 由 此 可 
推 知 子 空间 也 是 Borel 测 度 完 备 空间 ， 事 实 上 . 对 G ,上 的 任何 一 
个 有 限 Borel 测 诬 9， 可 以 在 下 上 定义 一 个 可 称 为 人 的 AH Borel 
测度 6 如 下 ， XéApRBc490X), 4 65(0B)-"(B0G, 0 (容易 验证 
B(G,)={BNG,:BEB(X)})); dT CSI, Dj mj d& v- 可 加 
的 ， 由 此 可 知 1 也 是 z- 可 加 的 。 
TF iii UE BI rp BEBoreliil tru J&v- Wf IMM gi c (X), SA 
Go. MI 
RS) = LJEG, NG). 
fEe>0, BERRIN, n>N 
WG) - e S n(G,00,). 


对 每 On, GE UNG UVU EE, WII OQ CLA 
GN G,, Gn Borelil] P52 HS), HCG, )<+oo, [SE 

HCG N Gy) = supie CU (1 G,2:U C «€,j 
可 以 找到 VE Co iH 


KONG) - eU. NG). 


于 是 
LG) — 2 BUCO G4) + 28, 


由 于 ,向 上 定向 ， 因 此 存在 UC ,使 UCU, Xt 
H(G.) < Daw n G,) +28 


< X Una, +28 


=f(U) +22, 
Hi E BY Ae (G,) = sup(B (U) :U € @,}, Blu dkz-n[ Ay, 证 毕 
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$3 Martin 公理 与 可 测 基数 


"LS (Martin's Axiom 简 写作 
。 在 本 篇 中 将 采用 拓扑 的 阐述 方式 如 下 
SA 在 每 个 满足 可 数 链 条 件 (Countably chain condition 
简 记 作 cee) 的 非 空 紧 空 间 中 ， 小 于 ec 个 的 开 HRV 
是 非 空 的 。 
其 中 cce 的 含意 是 指 空 间 中 每 个 互 不 相交 的 开 集 组 成 之 族 至 多 是 
可 数 的 ， 

显然 ， 如 果 “: 闻 是 可 分 的 (separable)， 则 一 定 是 cech. 

定理 18 Ub 空间 上 0- 有 限 的 Borel W 度 。 如 果 4 的 支撑 
和 集 是 整个 空间 六 ， 则 天 是 cece 的 ， 

证 P qud WUedEX,.C BX), 
m=1, 2, «+, U(X) Z oo Wi LJ X, =X, io Xhi 
MOAIS RENN, 因为 也 是 4 的 支撑 集 ， 因此 每 个 
交集 的 Borel 测 度 都 大 于 零 ， 特 别 对 每 个 4E.or ，&(4) 二 0， 所 以 


f= {AC MANX I>}, 


因为 所 有 自然 数 对 (n,m) 总 共 只 有 可 数 个 ， 而 对 每 个 4E .ex， 
总 存在 一 个 数 对 (n, m) HAN X4) —L—,. BO d Bee 是 
不 可 数 集 ， 则 必 存 在 一 个 数 对 (s, m) 使 

{ AE of An X) 2] 


是 不 可 数 的 。 从 这 个 不 可 数 fep HIETTE., Ar c, 
Any cn, WARRT BRR, 
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* B- n U A, 
WARS 一 一 ， 于 是 知 B 直 pp。 这 样 B 中 的 元 x 将 属于 无 数 多 


个 4,， 这 与 4, 是 二 二 不 交 的 条 件 矛 盾 ， 证 毕 

从 下 述 定 理 可 以 看 出 cee 这 一 条 件 在 MA 中 的 作用 . 

定理 ]9 连续 统 假 设 (Continuum Hypothesis， 简 记 为 CH) 
等 价 于 下 述 命题 ， 在 每 个 非 空 紧 空间 中 ， 小 于 c 个 开 稠 集 之 交 是 
apa AY. 

证 ， 者 CH 成 立 ， 应 用 著名 的 Baire 范 畴 定理 (Baire category 
theorem), 在 Cech- 完 备 2x : [HR] XH, A kk 93 R (nowhere dense 
sets) A, t=1, 2, =, 的 可 数 并 4= U Ade & 88 Sk (co-de- 
nse set); FX N Axe X HH, 便 可 知道 小 了 FoI RZE, 在 
CH 下 也 就 是 可 数 个 开 稠 集 之 交 仍 为 物 密 集 ， 因 此 是 非 空 的 ， 

Bux, WRCHORQ Ww, ec, wo +E 赋予 序 拓扑 的 
ZA, X = (@,+1)° ERE], Xp 于 Tychonoff 3€ £3, 2f 
HATER Ns AIX shi], SRAXko,.-17h OF AM 点 序数 

(isolated ordinals) — 对 每 个 xcE AS 
G,-izC Xiac x(0)) 
其 中 z(@o) 表 示 z:O-Oot+1 之 值 域 ， 显 然 C。 是 一 开 稠 集 ， 但 [1 
G.-6, 事实 上 如 果 FE sE pice 则 xz:w->4 和 将 是 一 个 到 上 的 
Bet, 3x 51 A] oJEZF aw. 由 此 可 见 小 于 ce 个 (|4| = Q,« c) 
开 稠 集 之 交 非 空 之 论断 亦 不 真 ， 证 毕 
推论 20 CHMA, 

定义 12 王 上 的 Borel 测 度 上 如果 满足 &({fz)) =0，z 是 下 中 任 

一 元 ， 则 称 & 是 零散 的 (diffused), 
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定义 13 ikiiki, MRED ih SX, [X|-x, fi 
X 上 的 一 个 零散 的 Borel PER W KE (Borel probability, EI HEAL 
H(X)=1f Borel fj EE», bul fy 3: [fü 可 测 的 (real-valued me- 
asurabable), 。 如 果 人 是 2 值 的 〈2-valued， 即 测度 值 只 有 0 和 1 两 个 
数 ) ， 则 称 x 是 2- 值 可 测 的 (2-valued measurable), 

据 定 义 可 知 2- 值 可 测 基数 一 定 是 实 值 可 测 的 ， 如 果 a 二 B,， a 
是 2- 值 可 测 〈 实 值 可 WD 基数， 则 8 也 是 2- 值 可 测 〈 实 值 可 测 ) 
的 。 事实 上 ， 如 果 a 是 2- 值 可 测 的 , 则 存在 离 艇 空间 卫 , | | = ac， 
和 所 上 的 零散 的 Borel 概 率 2- 值 测 度 人 ,我 们 令 了 = XL JN X), 
赋予 离散 拓扑 ， 而 在 协 ( 了 ) 上 定义 4 的 延 拓 Borel WENI) = 
(CAD X), AC AY), M n E AY Eft —+ SRM Borel fe 率 2- 
值 测度 。 对 于 实 值 可 测 基数 也 可 和 作 同样 的 论证 。 

回忆 某 些 关于 基数 的 基本 概念 ， 

基数 k 称 为 正则 的 (regular) 是 指 cf Qc) = x 成 立 ， 这 里 cf (x) 
表示 K 的 共 尾 子 〈cofinality)。 即 所 有 5j x 共 尾 的 基数 中 最 小 的 一 
个 基数 

K 称 为 极限 基数 (limit cardinal) 是 指 任 一 小 于 的 基 3, 
其 后 继 基 数位 也 小 于 x。 记 谓 % 的 后 继 基 数 是 指 比 1 大 的 基数 中 最 
小 的 一 个 ， 

x 称 为 强 极限 基数 (strongly limit cardinal) 是 指 满 足下 述 
条 件 ， 如 果 基 数 ? 一 天 则 2?>K， 

CK ID GAN PY ik HE BE (weakly inaccessible cardinal) 是 指 
它 症 盖 如 的 正则 极限 基数 ， 

IER RAN WIS dE Be (strongly inaccessible cardinal) 是 FB 
它 是 >o 的 正则 强 极限 基数 

下 面 阐明 的 关于 可 测 基 效 的 命题 ， 读 者 可 以 从 例如 T.Jeeh 所 
涛 的 《集合 论 》([C 5 了 中 找到 证 明 ， 

定理 21 〈1 ) 第 一 个 实 值 可 测 基 数 是 弱 不 可 达 基 数 ， 第 一 个 
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2- 值 可 测 基数 是 强 不 可 达 基 数 。 

(2) 基数 c 不 是 2- 值 可 测 的 ， 

(3) WR 不是 实 值 可 测 的 ， 则 2- 值 可 测 和 实 值 可 测 是 等 
价 的 。 

(4) M AZ IR CIS Ji SE fL WT MA, 

定理 22 ”可 测 基 数 不 存在 是 与 ZFC 相 AH (consistent), H 
而 言 之 ， 在 ZFC 中 下 述 命题 等 价 相 容 〈 即 如 果 其 中 一 个 命题 与 
ZFC 相 容 ， 则 其 余 命题 亦 相 容 ) 

C1) 存在 2- 值 可 测 基数 ， 

(2) 存在 实 值 可 测 基 数 ， 

(3) 基数 是 实 仁 可 测 的 ， 

(4) 实数 集中 上 的 Lebesgue 测 度 人 可 以 延 折 到 到 (R) 。 


84 完全 正则 宇 间 是 Radon 空 
间 的 充 要 条 件 及 其 它 相 容 性 结果 


É 8 2 中 我 们 已 经 知道 局 部 紧 和 Borel 测 HE 完备 空间 一 定 是 
Radon 空 间 。 局 部 紧 空间 -一 定 钙 完全 正则 空间 (注意 本 章 中 讨论 
的 空间 都 是 Hausdorff 空 间 ) 。 本 节 将 继续 这 -一 问题 的 讨论 A 
先 给 出 局 部 紧 空 间 是 Radon 空 间 的 一 个 较 弱 的 充分 条 件 〈 定 理 
27) 。 然 后 给 出 判定 完全 正则 空间 是 否 是 Radon zs 间 最 一 般 的 
准则 一 一 一 个 充分 必要 条 件 (定理 37)。 读 者 将 会 看 到 这 一 问题 与 
实 全 可 测 基数 的 存在 有 着 密切 的 关系 ， 在 前 一 节 已 知 不 存在 实 值 
可 测 基 数 是 与 ZFC 相 容 的 ， 因 此 这 些 命 题 都 可 导 至 一 些 相 容 性 的 
结果 。 最 后 ， 从 另 一 角度 ,在 MA-+ 1CH 的 集 论 假设 下 ， 再 给 出 
局 部 紧 空 间 是 Radon 空 间 的 另 一 些 充分 条 件 . 

引 理 25 对 于 任 一 空间 ， 下 述 命 题 等 价 

Cl) 在 六 上 存在 〈 内 正则 ) Bordin, SR Y CSS(X) 以 
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AY R-AK BE VCI OP), BOBO) << + co 而 
BCG) 2 OM BTEC Mir, 

(2) 存在 〈 闭 的 ) Bim RICK, |T|= Æ Xx f& nj WY 
基数 

证 先 证 (1) => (2). $ 


WE) = MUS)» 


Kp CC cde FT. 下面 证 明 V. 的 基数 必 是 实 值 可 测 

基数 。 对 每 个 非 空 开 集 G E 定 ， 择 定 一 个 zc EQG， 令 
T={2.,GEC@,, G3). 

由 于 只 ,是 两 两 不 交 的 ， 因 此 了 是 一 个 离散 集 。T E 然 是 子 空间 了 

rh iy pgs ELIT | =|@,|, HACT, 记 4={GE@,:46€ A}, 

TET be MAME NF 004) = v4); WDE eT EY 

一 个 零散 的 Borel 概 率 测度 。 因 此 |T| 是 实 值 可 测 基 数 ， 

Sa AEWA, AAP CH (X) FCYTR)0, Zeb 
ERREF, PRR AF AINAN (40 P186 @,} cv (FP) 
REE, WHT EEX PART. 

下 面 证 (2) => (1). EVET 上 零散 的 Borel 概率 测 
BE. UUW Evel xX bay RIA vie 是 下 上 的 一 个 Borel 概 率 测度 , 令 
YzT, 由 于 T 是 了 中 的 离散 集 , 因而 对 每 个 xET, 存在 
G,E@(X) {Ge eET EMMA X KH, BH. ER AA vla) = 
vV(G.0T)=vi{e}=0, 

当 了 了 是 闭 集 时 ， 由 于 v 是 了 上 的 有 限 且 内 正则 的 Borel W, 
PCR: RETA x v t, PI TE NU] f, 

这 一 引 理 使 我 们 看 到 了 可 测 基 数 的 存在 与 空间 上 存 在 某 种 

“零散 ”特性 的 Borel 测 度 的 自然 关系 。 下 面 我 们 引进 一 种 复 盖 
概念 ， 它 与 测度 的 完备 性 有 着 紧密 的 连 系 ， 而 这 种 连 系 又 与 可 测 ! 
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基数 的 存在 性 有 关 。 

定义 14 MRSA XKHBTtHTRRA— 个 开 加 细 C) By HR. 
有 如 下 性 质 : 对 任 一 +* EX, 存在 自然 数 ns, 使 1<|st(z， D st 
中， 则 称 革 是 弱 9- 可 加 细 的 (weakly 6-recfinable), 

定理 24 定义 14 中 的 条 件 "1«|st(r,27, |o" np X 弱 
A Elstar, Ra | 1, ” , 

证 KROARXN—-+HE $ m LJ, 是 具有 下 述 性 质 的 
一 个 形 加 细 ， 对 任 一 Mp dris Qua dotem nni dad. e 
O. REM, ?8#= 1，2，… 作 如 下 “加 工 ”， 便 可 得 到 满足 较 
弱 条 件 的 开 加 细 Ür.. Xl», FEN, $ 

E(n, kb) ={zEX:|st(z, O,)| =k}, 
给 的 条 件 可 知 LJ, E(n,b) - X, fj 
W(z,») -[4G8€27,:2c0), 
S. = {Wn NEn, bk):x C E(n,k)), 
te F atl d 27 的 一 个 加 细 ， 对 于 每 个 .多 *， 我 们 可 证 明 它 
有 下 述 性 质 ， PCF ar, "TUAE 9] FFG ,, SF CE CU, 
1 是 BA 中 某 个 元 素 : WAHRE NFE, UFF, GG,nF 
=o, WX E, A F=W(r, n) NER, EF ap, nf E 4 Gr= 
W(z,n) 便 能 满足 上 述 要 求 ， 因 为 如 果 =W e,n) NE, k) E 
F ar FEAF, DAW, n AWR). UEXIz,z,€ E(n,k), 
所 以 W(z， n), W (zo,n) MEX , 中 6 个 元 素 之 交 ; W(z,n)- 
ar, W (zyn) = =G WHW (z,n) 3 Wa), n)B], 4^ 
dX ^ a: c= Gi, = T 2, ct, k, iX KE 


W(z,n)[1P Fc(fa:)a G *« (| E(n, k), 


而 包含 式 右 端 必 为 空 集 ， 故 有 Won) 0 F =p. REMF uu 
"SEC NERA {F unl, 2, e), 而 令 n= (Gp 
FEF}, 那么 Uo BJ f£—2C€ X, HERE WN， 使 
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[st 2,97, ,)| = LEID 证 从 

关于 弱 8- 可 加 细 等 复 盖 性 质 可 详 见 [6]。 

引 理 25 — (10 Bie Xk Borel 测度 完备 当 且 仅 当 X 上 每 个 
Borel 慨 率 测 度 是 满 支 撑 的 ， 

(2) 空间 二 是 弱 Borel 测 度 完 备 当 且 仅 当下 上 每 个 Borel Bt 
率 测度 有 非 空 的 支撑 集 。 

证 首先 证 〈2 ) WRX Borel MIE SAM. MIX LH 
Borel REZ MW BEM, AERES = hy 即 每 个 xEX 都 是 局 部 平凡 
m. &€,={GEC@n(4) 0). 应 有 Eo X; Eo 问 上 和 定 阿 是 
显然 的 设 若 存在 zE 瑟 入 ULU 客 ,， 则 因 互 局 部 平凡 ， 有 x 之 开 邻 
KU, UU) -0, RU € x Sr € X NUI VERB. XT. WT 
X yj Borel WSR MB (X) 20, xx Sud Wes pg a, 

RK, WX bP Borel #2 WE Asks A PESE. RIE 
^r Borel fto Wu Fe Je gg c- A MA ECCE, SAX, iit 

sup{H#(G):GE@,}=a<cu( Xx), 
HAEN, FEC, ECG CGO if 


MG.) >a- d 


= UG,, WI ELE He EAN GR aS XE da 3) X BE ER LL 1/ 
kii en 
= Era ars, ) 
仍 是 六 上 的 Borel 概率 测度 RAB ER uEv(X) 21, XE 
Chy Naa) CX) Hy Neol ING) = BCX) -G0) 2 BCX) =1; 央 为 
HCG) =1, 
我 们 来 证 明 这 样 导出 的 Borel 概 率 测 度 v 是 局 部 平凡 的 ， 从 而 
与 世上 每 个 Borel 概 率 测 座 有 非 空 的 支撑 集 的 前 提 了 矛盾 . 事实 上 ， 
AA, =X, REMABTG CH MAn(G) =0 就 够 了 。 如 
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UBRO cV Vivi m0, WIBOGNC,)20, mlt 
lim(&(GU G,)) 2 (GU G,) - Gy) +4(GNG,) >a, 
从 而 知道 某 个 Gn 满足 4CUU Gn) 二 a。 由 于 人 ,向 上 定向 可 得 GE 
€, iii GUG,CG, AWRCG)a; X 5 supla) GE @,} = 
a FA. 
(1) 是 (2) 的 推论 我 们 把 证 明 留 给 读者 证 毕 
定理 26  UEXJEÉSS0- Imi mH. WRX ARS CB RI UU 
AE mPESPCI B, WX Borel Hl SES UO. 

证 RX AE Borel 测度 完备 的 , 则 由 引 理 25, 存 在 某 个 
Borel 概 率 测度 &， 它 的 支撑 和 集 是 空 集 即 & 是 局 部 平 凡 的 ， 对 每 
^z€ X, TEJTABIIU 使 AD =) -0, (Var € X EXIS-- 4f 
复 占 。 因 下 是 弱 9- 可 加 细 的 , 据 定理 25， 存 在 开 加 细 SO? ,满足 
下 述 条 件 ， 对 每 个 +E 有 ,存在 自然 数 4s 使 |st(z,B，)| =1。 令 

X,-721z€X:|st(z,27,)| =1},n=1,2,., 
则 LJX,- XHX,C 4 OO, 这 是 因为 
和 = (z€ X:|5t(z,27,)| 21) N 
(z€ X:|st(z,7 ,)|z2) 
是 两 个 开 集 之 痊 ， 因 为 KE) =1, Bob ERE N, Bu(X, 
0.394] Y =X,, W 
ESCON GER a) 
便 嘴 一 个 互 不 相交 的 开 集 组 成 之 族 , PARA GNYE?, 4 
4C Y «B (GG) SEU.) =0, 其 中 Us 是 包含 9 的 而 测度 为 宪 的 开 
ik, BPEARCG Y) =0。 据 引 理 23 将 落 涵 X 中 存在 具有 实 舍 可 
测 基 茹 的 高 亢 子 集 这 一 命 厦 ， 这 与 本 定理 的 假设 矛盾 。 这 一 矛盾 
Ui BH - -JT A8 Eh RE XI Je 35) Borel Hl He Sz 4r Ji S NJ. 
ui 
定理 27 设 X 是 遗传 弱 9- npn, BHOXCORAG EB x 
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oup GRR, WE Xm GEWD 的 ， 则 入 上 每 个 
中 这 Borel 测 度 是 外 正则 和 Radon (正则 ) 的 ， 

这 个 定理 是 定理 6 、 定 理 17 和 和 定理 26 的 推论 . 它 的 一 个 直接 
推论 便 趾 ， 局 部 紧 空 间 如 果 基 遗传 弱 9- 可 加 细 的 且 不 包含 具有 实 
(AT MERA AEE, Ie ett Radon 空 间 。 下 面 我 们 将 进 
一 步 给 出 完全 正则 空间 是 Radon 空间 的 充 要 条 件 。 为 此 ， 首 先 引 

定义 15 ”如 果 空 间 互 上 每 个 有 限 f- 可 加 的 Borel 测度 都 是 Ra- 
don; PF. WEKA ypre-Radon [E], 

巾 此 定义 立刻 可 推 知 

定理 28 空间 天 是 Radon 空 间 的 充 要 条 件 为 它 是 pre-Redon 
空间 且 是 Borel 测 度 完备 的 ， 

和 在 什么 情 襄 下，pre-Radon 空 间 的 子 空间 也 是 pre-Radon 
的 呢 ? 

51829 eee SY EPR AEM Borelitie, X CY, mE 
nitT-wpmm, We fe xX _E AY BR dA. ET- AY, 

i ETF, ,C- 6 CX) HL 56,7 Go， MiP GES, He > 
GEE (YG NX = G, & 

BO (URGE s? CE, lE | <a} 
WEL c (Y), 2€ 7 HQMIB.OX -G, PLEO M EEK 
是 明显 的 ， 只 要 说 明 最 后 一 个 等 式 成 立即 可 . NE H.-L(G :6 
EG}, iX 

Hn X-L(GnX:Gc,)-U,- 0. 
据 引 理 的 条 件 ， 知 
L(A, =sup tH) H € ef ), 
ft5e0, FEH E GF E ACH NH) eii HO XE So, 事实 
上 ， 据 上 确 界定 X. 存在 LJ{G:GE V.) € E, fin CN 
UU{G:GE%1)})<e 成 立 。 HFC RA LEM, 因此 存在 0,E 
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€ Vili Uc G,. 这 样 ， " zi 
U(G:Ge v) c U(G:GE9,} UG, 

可 令 H = (LG: GEC) Ua, WEHOX-G,c,. ii B. 
LIO: GEE@ICH CH hye UH, NH) <E, 
TARIS 

BxCG,NCH (1 X535 B*CCH,N HO (1 X JEBRC(HS,NUH) «e, 
xx BEAM dr - AY An i. 证 毕 

定义 16 (10 设 五 是 空间 了 的 子 空间 。 如 果 对 于 了 上 每 个 
有 限 的 Radon 测 度 & 之 外 测度 RR*， 瑟 是 &* -可 测 的 ， 则 称 下 在 了 中 
Ai Radon vy jill fj, 

(2) WRXHER--4 88 XMaBY, Xj3JEfcY Redon 
mye, WERA AX: Radon u[ Wü mj (universally Radon measu- 
rable) , 

定理 30 i X Jb pre-Radon © [AJ Y ij Pod, FU dg d 
等 价 ， 

C1) X iz Radon T ill fj; 

(2) 和 在 上 中 Raden 可 测 ; 

(3) 到 是 pre-Radon 空 间 ， 

证 (1> => (2) BR, 

(2) => (3) . ELEK Efi aggere! PFE, 
据 定 理 S MEY LEE ye the ARET- AHj5orelj), mi Y 
Æpre-Radon |H][N JG e EA RA Radon He, d (2), MAX 
AE (G*- 可 测 的 ,再 据 定 理 3 和 定理 2(1) 又 可 知 每 个 BC 
BX (y4)*- 可 测 的 ; 事实 上 , B= BU X, BE (Y), 
与 苹 都 是 (y4)* 可 测 的 ,由 于 对 每 个 《yh)*- 可 测 集 4， 都 可 找到 
了 中 的 Borel 集 @ 使 4CQ 而 yhCQ) = (yh)*(4)， 所 以 利用 定理 2 

C3) URIE, HOA Y)HECBCH, 有 yh(B) =H). 
Pay 
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,I(E) =B( EQ X) nC B) nCH NX) = y,8CH), 
He 
WCB) -,U(E) 2 sup(,BCK) K CE, KE (Y)} 
«supí&( K): K CB, KE SX (Y)) «n (B) 
这 说 明 k 是 Radon 的 ，。 
(3) => (1). 设 名 是 包含 蕊 的 空间 ，A 是 2 rmm 
Radon 测 度 。 据 定理 8 和 和 定义? 知 kx 是 有 限 的 且 z- 可 加 的 Borel 测 
度 。 再 由 (〈3) 知 Ar 是 Radon 测度, 于 是 对 每 个 aE N, FE 


K,€ 9€ OO, BE OONK) SK = C) Kae W 


B*CXN K) - uxCX NK) -0, 

再 应 用 定理 2 C3) 可 断定 下 是 4A*- 可 测 的 ， 证 毕 

推论 5] UX fERadons fi], PERY CX fLRadon 空间 的 充 
3 7E ITA EX 'P Radon T jij, 

事实 上， 如 果 了 是 Radon 空 间 ， 则 据 定 理 28 了 是 pre-Radon 2 
间 且 是 Borel 测 度 完备 空间 。 这 样 由 定理 30 知 了 是 政 中 的 Radon 可 
测 集 ， 反 过 来 ， 如 果 了 是 瑟 中 的 Radon 可 测 集 ， 据 定理 30 了 是 pre- 
Radon。 再 由 于 天 是 Radon 空 间 , 故 据 定理 8 是 Borel W 度 完 备 的 ， 
按 定理 6, 了 也 是 Borel 测 度 完备 的 ， 最 后 应 用 定理 28, 了 是 Radon 
ZH. 

据 定理 17 可 知 紧 空 间 都 是 pre-Radon 空 间 , 而 据 定 理 30 , 2 [i] 
于 在 任何 一 个 包含 它 的 pre-Radon 空 间 中 如 果 Radon- 可 测 便 可 得 
知 它 居 pre-Radon 空 间 , 因 而 还 可 得 到 下 述 推 论 ,这 首先 是 由 Kno- 
wles 证 明 的 (57D) , 

推论 32 设 卫 是 完全 正则 空间 (Completely regular space), 
X fepre-Radon 2 [8] 4 AL X 在 BX 中 是 Radon- 可 测 的 ， 其 中 
BX -TEX iStone- -Cech 紧 化 (Stone- Cech compactification), 

关于 Stone- Čech 4E Wy RE 4s up e c 8 ]。 
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REAREA e., BE BE AA) ETZEN s IB) 
是 否 为 Radon 空 间 的 最 一 般 准 则 (定理 37) » 还 可 得 到 许多 推 
论 ， 有 些 已 知 结果 出 可 作为 其 特 款 ， 

推论 33 完全 正则 空间 若是 8 中 的 Borel 于 集 , WAX pre- 
Radon [RH], 

这 是 因为 Borel 子 集 是 Raden 可 测 集 ， 

推论 54 完全 正则 的 Cech 完 备 ( Cech - Complete) 空间 是 
pre- -Radon 空 间 ， 

Cech 完 备 空间 是 指 满足 如 下 条 件 的 空间 ， 空 间 X 的 Stone- 
Cech 紧 化 的 增长 (remainder) BX NX &BX ril P, 集 ， 因 而 是 
Borel, 

推论 55 ”局 部 紧 空 间 是 pre-Radon 空 间 。 

这 -一 推论 实际 上 就 是 定理 17 中 的 一 部 分 结论 ， 忆 部 紧 空 间 一 
定 是 完全 正则 空间 ; 间 时 8B 全 中 的 子 空间 4 是 局 部 紧 的 充 要 条 件 是 
4 能 表示 戌 NV 之 形式 ， 其 中 是 8 下 中 之 闭 集 而 PF 是 BX 中 之 开 
R (5108 23,.3.10)， 因 此 当世 是 局 部 紧 空间 时 , € Æ BX P H 
Borel Œ, 

推论 36 完备 的 可 度量 空间 (Completely metrizable space) 
是 pre-Radon 空 间 ， 

所 谓 完备 可 度量 空间 即 是 存在 完备 度量 Pp 的 空间 ， 即 关于 Pp 的 
每 个 哥 西 列 (Cauchy sequence) 都 收敛 的 空间 ,因为 完备 可 度量 
空间 的 充 要 条 件 是 Cech 完 备 的 度量 空间 CLC 8 ]4.3.26) , E] 
此 据 推 论 34 完 备 可 度量 空间 是 pre-Radon 的 ， 

定理 37 设 革 是 完全 正则 和 遗传 弱 6- 可 加 细 的 空间 ， 态 不 含 
具有 实 全 可 测 基 数 的 离散 子 集 ， 则 藉 是 Redon 空间 之 充 要 条 件 为 
在 其 Stone- Cech 紧 化 BX 中 是 Radon 可 测 的 。 

证 定理 26 告 诉 我 们 ， 当 空间 7 是 弱 6- 可 加 细 朋 不 含 具有 实 
值 可 测 基 数 的 离散 子 集 ， 则 了 是 弱 Borel 测 度 完备 的 。 据 本 定理 之 
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fp, XI SAC FIBIY 都 满足 定理 26 之 条 件 ， 因 此 都 是 Bo- 
re 测度 完备 的 :也 就 是 说 瑟 是 遗传 弱 Borel 测 度 完备 的 。 据 定理 6 
可 知 导 是 Borel 测 度 完 备 的 ， 

推论 32 说 天 是 pre-Radon 空 间 之 充 要 条 件 为 X 在 BX 中 Radon 
可 测 ; 定理 28 则 说 芋 是 Radon 空 间 之 充 要 条 件 是 pre-Radon 和 Bo- 
reli Ei, LAUER) XJE Borel i ESE, Aub X Radon j] 
ZTE TE X 1EBX f Radon Ay i, 证 毕 

应 用 这 个 定理 可 得 到 著名 的 Marezewski 和 Sikorski 定 理 ([97) 
WF: 

定理 38 KRXECEMERSH, HARER A Bur ak 
HEETE, MX ÆRadon¥ j, 

事实 上 上 ， 半 是 度量 空间 ， 因 而 是 仿 AW (paracompact), È 
的 每 个 子 空间 当然 也 是 可 度量 因而 是 仿 紧 的 ， 仿 紧 空间 显然 是 弱 
9- 可 加 细 的 ; 即 下 是 遗传 弱 9- 可 知 细 的 ， 另 外 完全 可 度量 空间 是 


完全 正则 和 Cech 完 备 的 , 因而 由 推论 34、 定 理 30 ,区 是 pre-Radon 
hU. WREST EAX ft: Redon 23 jay, 

由 定理 22， 不 存在 可 测 基数 是 与 ZFC 相 容 的 ， 因 此 可 有 以 
下 推论 . | 

推论 59 于 述 命 题 是 与 ZFC 相 容 的 ， 

C10 斌 瑟 是 完全 正则 和 遗传 弱 6- 可 加 细 的 空间 HN X E 
Radon 空 间 之 充 要 条 件 为 不 在 其 Stone- Cech 紧 化 8 和 中 是 Redon 
可 测 的 。 

C2) 完备 可 度量 空间 是 Radon 空 间 ， 

我 们 再 回 到 局 部 紧 空 间 是 Radon 空间 的 充分 条 件 的 讨论 .由 
定型 27 可 知 这 涉及 弱 8- 可 加 细 的 概念 ; 在 ZFC 中 下 述 命题 是 相 容 
的 ， 局 部 紧 的 遗传 弱 9- 可 加 细 空 间 一 定 是 Radon fey, 下 面 我 们 将 
从 男 外 一 个 角 庶 讨论 充分 条 件 ， 首 先 回 忆 下 述 煞 念 

Yi] (metacompact space) , 空间 天 的 每 个 开 复 善 有 一 
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个 点 有 限 Cpoint-finfte) flne, 点 有 限 是 指 对 任 一 XE 名， 
st (z, ) BEARR, 

亚 -Lindee6f 空 间 (meta-Lindelóf space), 2 [B] X 的 每 个 开 
复 羡 有 一 个 点 可 数 (point-coutable) MINA 9, 点 可 数 是 指 对 
[£—zC€ X, t, Z) mu pm. 

BR, Ho- NA RRS). 但 亚 -Lindel6f 是 亚 紧 
概念 从 另 一 角度 的 推广 ， 自 然 可 问 局 部 紧 且 遗传 亚 -Lindel6ft 空 间 
是 否 也 是 Radon 的 呢 ? 这 一 问题 的 回答 可 以 不 涉及 可 测 基 数 ， 但 
在 ZFC 中 仍 不 能 回答 ， 

8|3840 XE E cee HA, (Hao) c Bii E 
HCH., e<p<a,, MOFEO EH =H; araco, 
MaR. 

证 ”如若 不 然 ， 对 每 个 4<@,, 存 在 B(a) 使 4<B(a) <a, B. 
Hiei, Fa, =BO), MAME PH YK-o, oy 都 已 定义 
HF, Sak =P), T= suplar <r}. W 可 认为 w 对 一 切 7?<o, 都 
Bed. MAB EAN Aaa 0. BREA 


H, NA pap pF? 
RH, (Ha NH gu uiro, AEWA EER BR, 这 与 
cec# lH. 证 毕 


引 理 41 (MAT+ 1CH) BX EW AE cce 的 局 部 紧 空 间 ， 
ju X rp dg ^ A np TEE 5 — Rn p INI. 

证 RRFECAMRANTRE, CEC, + f: .»—WW 
St. Hid fo) =G. fig. = LJ. Ges W340, FE r< 


GE Hz - HX Ua, r<a<o Rr EH pog HEM E, 

使 -是 紧 的 ， 因 局 部 紧 ， 自 然 能 做 到 这 一 点 . A E, = 
ENH.. HERR, E-W Roce, Wi HX r<a<o, Mf, E- = 
;在 8 上 应 用 马丁 公 理 ， 可 知 D = EEFIN. HN 
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^z€D,|st(z, S, Fo L 3X 5j FER RI MRF B. 证 毕 

定理 42 (MA+ ]CH) 局 部 紧 的 亚 -Lindel6f 空间 如 果 满 
I£ccclli]-— E E-Lindelóffj. 

这 是 引 理 41 的 直接 推论 . 事实 上 ， 因 空间 是 亚 -Lindelaf 的 ， 
帮 每 个 开 复 盖 有 点 可 数 的 加 细 。 据 引 理 41 这 个 加 网 只 能 是 可 
数 的 ， 

定理 45 (MA + CH) 7X RJ MUERE E -Lindelófzs 
间 。 如 果 半 满足 ccc， 则 于 是 Radon 空 间 ， 

证 ” 据 定理 42 下 是 Lindel5f 的 。 下 面 证 明天 是 Borel 测度 完备 
空间 。 设 4 是 了 上 的 有 限 Borel 测 E, Sc, AG, HFS, 
in J Ga, H Lindelöf 性质 FH V ,c«,, IF xo, fi 
UE, = Go 不 妨 设 

E= {GCG eCG} 
SE EMRE, ={U stl, 2, =), nA GU, 而 当选 定 
GCGC eCG, BH, Emt, W R P G.cw. E 
LAU,UG, iz 1, 2,8) CG..., AMER E — Gn LB s, 
feu 2 o- wf Hitt n [AA CG,) = lime(G,), 从 而 可 知 

LCG) = sup(&(G) GC «,), 
既然 六 是 Borel 测 度 完备 又 是 局 部 紧 的 ， 由 推论 16 可 知 臣 是 Radon 
空间 。 证 毕 

如 果 再 减弱 一 下 ccc 这 一 条 件 ， 那 么 在 MA + ICH 下 我 们 可 
得 到 一 个 涉及 可 测 基 数 存在 性 的 充分 条 件 ， 

车 空间 芯 中 任何 一 点 z 都 有 一 个 邻 域 0 满足 ccc, 则 称 是 局 部 
ccc (ccc locally), 

设 .of JE—RHUKE, WURST AC. (BC. BN A60) 
EAR CTH) 的 , 则 称 .of 是 star- 有 限 (star- 可 数 ) 的 . 

引 理 44 任意 一 个 star- 可 数 集 族 总 能 分 解 为 两 两 不 交 的 可 数 
Fs Bev -0)(2,:«cn), 44,9 up S B LIB) 
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(JB) = 由 ax B, 

证 OMA, BC. ,车 .of 中 有 一 有 限 子 族 (CCCa HA 
BA=C,, B=C,, MH ELS, Ci N Co, 6, WH 
{Cis €,, s C.HEÉMASIBRBJ—^- 5E (chain), HS 

(A)-(BE.e :在 -ef 中 存在 从 4 到 8 的 链 }. 
因为 . 吧 是 star- 可 数 的 集 族 ， 因 此 多 (4) 是 可 数 集 读者 不 难 归 
纳 地 完成 这 一 事实 的 证 明 . MA, Aic. , (LIA) N 
(129 CA) = OH RERED) = AA), SRE, WH 
(J4(A)) 1 UE A) 72 0, WAUFEB EBC), BEZ 
(CAD fii Bin B= 6.3] ^ -Bc BA), HEAD ZELA 在 oo 
中 存在 从 B, 到 8B 的 链 , 从 而 存在 由 B, 到 8 的 链 , 青 由 B1,E CA), 
可 知 让 .ef 中 也 存在 从 41 到 8B 的 链 , 于 是 知 存在 从 41 到 B 的 链 d 
BC48(A)., 3XOUuEB] T ACA, C8 CA .相反 的 包 售 式 同 理 可 
iE, MOSCA) = BA), 将 所 有 的 B(4) 编 码 , 设 OT, i 
得 到 .ez = | )(22,:ac m), 证 毕 

5]3B45 ” 设 拓 是 正则 空间 。 如 果 蕊 的 每 个 开 复 盖 有 star- 可 数 
的 开 加 细 ， 则 五 是 仿 紧 的 ， 

证 GO EXW. WEZ Estar- 可 数 的 开 加 细 
YW | 2844,97 可 作 分 解 = IB ,:a € T1) BH EW RR, 
H3je*8mj, (SWAIN) 29, id 

B= {Ban nE N}, 
则 

E a= {Buan El} 
是 离散 的 开 集 族 ， 这 是 因为 UZ., ecl, RARER X 
Mu, Biti£—zcX, URE SB ays KM FETE: PRE 多 
SB, MBA. 这 样 |] «€ a EO- PRIUS TEIL. 仿 紧 性 等 价 于 每 
个 开 复 盖 有 c- 有 限 的 开 加 细 〈 见 本 书 第 四 章 $ 2 定理 7 ) ， 故 可 
Wire XIE RAY 证 毕 
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引 理 46 (MA + “1CH) 满 足 局 部 ccc 的 局 部 紧 XE-Lindeloff*s 
间 是 仿 紧 的 ， 

证 设 卫 是 局 部 紧 、 亚 -Lindel5f 空 间 HD JJ Rh ccc, Z 
是 臣 的 一 个 开 复 蔓 。 则 必 存 在 点 - 可 数 的 并 加 细 宣 ,， 且 每 个 GE 
© ,都 满足 ccc， 据 引 理 41, EF star- 可 数 的 ， 事实 上 G 是 局 部 
KA cce 的 ， 则 据 引 理 41{U C ,:GOU 0) 是 可 数 集 ， 再 据 引 
Fl 458 4 X J& fi EA. 证 毕 

定理 47 (MA + |CH) EXAME HEE -Lindelöf 
间 ， 当 支 注 足 局 部 ccec 且 不 全 具有 实 值 可 测 基 数 的 离散 子 集 时 ， 蕊 
是 Radon 空 间 ， 

证 据 引 理 46， 驰 的 每 个 开 子 空 WU 是 伪 紧 的 ， 因为 由 正之 
局 部 紧 可 知 忆 也 是 局 部 紧 ， 又 由 遗传 亚 -Lindeli3 可 知 辟 是 亚 -Li- 
ndclóff.BESRU HR, Moni d 990- nr ANA. 15 dps Pl26n[ HU Ji 
F Borci I sea A, Mii AIX FEBorel Moe. d& 后 据 推论 16 
All X 4 Redon z fü], ut E 
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第 七 章 ”Suslin 假 设 的 独立 性 


Suslin 假 设 是 由 于 刻 划 实数 轴 《 五 ,一 > 的 性 质 而 引起 的 ， 我 们 
先 介 绍 一 些 概念 。 

设 了 为 一 拓扑 空间 。 如 果 革 中 任 -- 族 互 不 相交 的 非 宝 开 集 其 
个 数 都 可 数 ， 则 称 导 适合 可 数 链 条 件 〈 简 记 为 cc.e. )， 

设 玉 ,一 > 为 一 全 序 集 。 则 可 利用 二 仿照 实数 轴 的 情况 在 部 
中 定义 开 区 间 及 开 集 概念 ， 使 下 成 为 -一 拓扑 空间 ， 此 种 拓扑 铺 构 
称 为 下 的 序 拓扑， i 

设 < 革 ,过 ) 为 一 全 序 集 , 如 果 半 在 其 序 拓扑 之 下 适合 c,c.c, 并 
AXA CB: EXPAT MPT) , WER CX, 
<> 4y—#Susling, 

Suslinfhik (fig SAH) 是 说 ， 不 存在 Suslin 线 ， 

习 知 ， 如 果 一 个 全 序 集 ( 马 ,一 适合 下 列 三 条 件 ， 

Ca) 于 没有 最 小 元 ， 也 没有 最 大 元 ， 

(bo) XWTEIm Rib TEEMAN. 

(c) 瑟 在 序 拓扑 之 下 是 可 分 的 ， 
WX, <OmWT<R.<>, M.Suslint 考虑 (C13), ERA 
tE Cc) HARA 

(00 下 在 序 拓扑 之 下 是 cc.c .的 ， 

易 知 ， 在 Suslin 假设 之 下 ，(c) 和 (ec) 是 等 价 的 (ABE 
到 可 分 ， 则 下 适合 cuc.c,)。 但 戎 存在 Suslin 线 ， 则 可 证 也 存在 适 
合 (a) K (b) 的 Suslin 线 ， 从 而 后 者 适 人 台 (〈a)，(5)，(ec'") 且 
TERR. PUL, Suslinflik SF, Ha), (D, (e) 
可 以 刻 划 实数 轴 < 有 BR <>, 
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本 章 介 绍 Suslin 假 设 及 一 些 相 关 问 题 对 于 ZFC 的 相对 独 
xf. 


$1 由 MA (06) HESH 


引 理 1 在 MA(@,) 之 下 ， 设 为 一 ec.e.c, 拓 扩 空 间 ,{0。+0< 
01} 为 X 中 一 族 非 空 开 集 ， 则 存在 o, 的 不 可 数 子 集 4 能 使 {VU。+4€ 
4} 中 任意 有 限 个 开 集 的 交 都 不 空 ， 

证 明 对 每 个 4e<o,， 令 V.= LJ TU,, 则 当 4<B 时 有 V6 刁 


Va. MEER, FE eco hE 
C) Xp—HUaecB«-ceo, Vas-V.. (CAVAD), 
假若 不 存在 这 样 的 gx， 则 由 ai 为 正则 (regular) 基数 易 知 ， 
存在 一 系列 序数 
Gy ae Um e Lys (E) 
使 得 对 每 个 & 都 有 玉 。,,, S Vau, Mn 
W,- (Vo NV.,, 2560,01), 

CA: GRUSS V.C VLLL. AMV.,SV.,,, .但 又 有 S 
Vap SEFE.) Ri, (WeE<o JS Bonn pice PIES HK, 
HANG HANIBA, GXBAc.c.c. HHH, ee QR C 5. 

任意 取 定 一 个 适合 (*) We, + 

P={pSvV, :7 为 非 空 开 集 }， 
并 在 已 中 定义 到 为 
PEqU BR? pc, 

则 对 生成 为 偏 序 集 。 易 见 在 已 中 ，?_L9 当 且 只 当 ? 与 9 不 相交 ， 
所 以 ， 由 拓扑 空间 下 适合 c.c,c, 可 知 偏 序 集 P 也 适合 ec,c,c,， 

对 每 一 5 一 oh， 令 

Ds = {PEP, 存 在 ?二 8B 能 使 Pp 三 VU,}， 
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现在 证 明 ， 每 一 Ds 都 是 偏 序 集 P 的 黎 窗子 集 ， 首先 ， 由 m4 适 合 

(Cx) BA, WIAD, WAV aSa MEER PEP, 
lil fy03c p V a EF ,从 而 由 ?为 开 28 PNV 0., C. T6 
V,CX*wp, MMV sSCXNe, 5 EFI.) BÉ AV ot MALE 
Y> Bret pnU,s0, Sa=anu,, WP ED. AAHS. 

HMA(o,) AA, FFP PHS ORE Hit GN DG o) 

都 不 空 。 令 

A= (<0 ;存在 EG 能 使 PU,}. 
现在 证 明 ，4 在 @, 中 无 界 ， 任 取 B8<w,， 由 GN Ds 夺 0 知 存在 p,E 
GO Ds， 再 由 Ds 定义 知 存在 ?二 B 能 使 p, 三 0,， 从 而 ?YE A, 

由 4 在 @, 中 无 界 及 @, 的 正则 性 可 知 4 为 @, 的 不 可 数 子 集 , E 
BU ,:Y € 4}, 任 取 其 中 有 限 个 元 V0,,,…,U， .由 4 的 定义 知 存 在 
Bi s Pa E GRR DSU, (i =1,-+, 0), 再 由 GQG 为 P 中 滤 子 可 知 在 
TE p € PRÉ E pp. (E 81, 0) WA p p.m 1,0). Bp 
ORAU, ANU, 3-0, 证 毕 

引 理 2 在 人 4(oi) 之 下 ， 任 何 两 个 cce, 拓 扑 空 间 习 ,了 的 
TA [B] X x Y f399gc.c.c. tj. 

证 明 ”假若 不 然 ， 则 在 蕊 x 了 中 存在 -- 族 (9,40) 互 不 相交 
(S JE aS PSR LW ,:0-0,), XHgFa-o,, 由 积 空间 定义 知 存在 并 ， 
了 的 非 空 开 集 0。， VAU, x VSW, 由 引 再 1 知 ， 存 co, 
不 可 数 子 集 4 能 使 {U。:a€ 4} 中 任意 有 限 个 开 集 的 交 都 不 空 ， 

车 4 中 任 二 不 同 的 元 ,8， 由 上 段 知 Fnzuss0。 但 

(UXAN (Us x V ,) CW,OW,-0, 

故 必 8 niFe=0。 所 以 {Fo:aE 4} 是 了 中 不 可 数 多 个 互 不 相交 的 
FESR, KV Ac.c.c. HH. 证 上 毕 
引 理 5 EDX7y—SuslinZ£, WASA 5c. c. efifj. 

证 明 (1) NW, X tao, EAE, 5, c.c X 
使 适合 下 列 三 条 件 (其 中 (z,y) 代表 并 区 间 ) ， 
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(I5 4,<6,<0,, 
(I) (a,,b5,22c:0H. (5,,0,) *0, 
CH) (aasta) N {b,,E<a} =0, 

Aik, BEWAXP—-YIAR RR. ES Xcpá 2t 
TAME- HEB X3 c.c.c. M/W | <a, 

对 任 一 ac<ol， 设 对 一 切 5E<a 都 已 经 选取 了 as,biyci 使 适合 
CI) , CI) , ŒE) .由 于 六 不 是 可 分 的 ， 所 以 可 数 集 5 =W U 
(b;:&a)dEXTROR BRE, ARRIANS EKE, MA 存在 一 非 空 
FEKE (a,,0,0 € X NS. HM (a, 007 Er JE SEL 点 ， 故 必 为 
ARE, MMED. Elate) BB (ii (a,, 5, 30 且 (5,,0,) 30, 
MU, Gasba iG CIO , (ID , (ID, 

(2) XH fg/racco, jg UX nBjJE SSU, = (a,,b,) x (Data) 
HE (I) AU,3-0, WEEN, MER E<o, 都 有 UNU,=0， 
Hi (EN) AUR, Rosa mb. AA, Ala bO 中 
(a,,6,.)=0, MmU.NU.=0, 在 后 一 情况 ， É beste) N bas 
ĉa) = 0, MMU: NU. =0, 

HETA, (Vaco E X*rp op np ce A A OAR 38 E 
空 开 集 ， 所 以 和 :不 适合 ccc， 证 毕 
定理 4 在 村 A(@) 之 下 ， 不 存在 Suslin 线 ， 即 8 玉成 立 ， 

WA 假 车 存在 Suslin 线 芒 ， 则 由 引 理 2 知 下 :是 ce,c, AY, 这 
与 引 理 3 矛盾 。 证 毕 


$2 Suslin 树 


EX 设 7, 反 ?为 一 偏 序 集 ， 如 果 对 每 个 zE 了 ， 子 集 {yE 
7 过 zj} 都 是 良 序 集 ， 则 称 人 了 ,到 ?为 一 树 〈 一 般 简 记 为 卫 ) 
EM iT, <>, 
(0) rel, 称 良 序 集 {y C T:y ax) rj slasgedc wT h 
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"WB, pbt, T). 
Cb) Haje, WR(zCT,ht(z,T) =0} pT h Be 
E, RALev.(T), 

Ce) iE GLev,CP) =0 的 最 小 序数 c 称 为 树 了 的 BER, e 为 

ht(T), 
(4) ETETETT. BMT MP AT Hy 在 了 上 导出 
Hm “sid ys) 也 构成 一 树 。 如 果 T' 又 适合 ; 
对 每 一 + ET' 及 每 一 y ET 了 TT， 者 y<? 则 y ET'， 
则 称 树 T'( 即 <T', <>) HRT KF BH. 

定义 ÈT, QO. ATK FRONT <M 全 序 集 ， 

WRC AMT Pry +E. BTN SSAA TORE: 
HENT y EA, savy “rgy Hyg”, 
则 称 4 为 树 T 了 中 的 一 个 反 链 ， 

定义 ” 设 4 了 ,和 ?为 -- 树 。 若 | 了 | = 并 且 T 中 每 一 链 及 每 一 
反 链 都 可 数 ， 则 称 了 为 -一 Suslin 树 。 

定义 ” 设 了 为 一 Suslin 树 . Æ T iG Al|Lev,(7)| =1 及 下 列 
条 件 ， 

(+) ”对 每 个 :ET 了 及 每 个 适合 ht(x, 了 ) <a<e@; 的 序数 kg， 都 存 
fey € Lev, CT) AES ry. CE TONBET H8 f HP 23 
W gy T5 HAS. 

引 理 5 ”者 了 为 一 Suslin 树 ， 则 了 含有 一 个 修剪 良好 的 子 Sus- 
ling T,. 

证 明 &Z,=T\Lev,(T), Hi IT| = @, E |Lev CT) | <o, 4 
|Z| ei, 但 2, 中 每 一 元 都 高 于 GE<rR MF) Lev, (T) pE 
元 ， EM Al FFE 2, E Lev, CP) BEIE | (2 € Zo ao rz) | =@,, 

= T,={t€T .2.<,tH|{z€T.2<;z}| 201), 

HAT FET (FHA |Lev,(7,)| =|{e}] =l. 
HEET HAO): 任 取 x ET,。 由 人 T, 为 了 的 子 树 易 知 ht 人 x， 
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T)-ht(z,T), 再任 取 适 合 ht(z,T) <a<@1 的 序数 4a。 令 

Z-ízcT,rxz;zHe-ht(z,T)], 
外 了 为 Suslin 树 易 知 对 每 个 序数 都 有 [Leva (T) <0, FE ATE 
T. RT,gX Koo, n HZ) =0,, HS 

Y = {y € Lev, CT) 2x 19), 

则 易 见 Z 中 每 一 元 都 高 于 GEEIXXTOYm4 一元。 但 | 了 | 二 
O, WAM ey, EYEE] EZ y Sr} =@, Ai y. c 
zm BrEy,C€Lev,CP) n T, 2Lev,CTO Ahy C Y fam vy. 

HTEO DAIT] =gi。 从 而 易 见 了 ,是 Suslin 树 ， 并 且 
是 收 章 良好 的 证 毕 

定理 6 车 对 4teo,) 成 立 ， 则 不 存在 Suslin 树 ， 

证 明 假若 存在 Suslin 树 ， 则 由 引 埋 5 知 也 存在 修 前 良好 的 
Susling}, BEIT, SpE AMAER. 

4 Ws Hau xxu EBSIARP =, <> (HE, yE 
T,OorcyaHBHMgsrr.BDT AOT, 过 rz> 中 每 一 反 链 都 可 数 ， 
MMP th eo, Barer Eee, 

对 任 一 序数 a<<@)， BD, =(2€P ht(2,7) >a}. 

ereT HE — sty, Hht(y, 7) >a, My € D, Eht, T) <a, 
则 由 < 了 , 专 7》 为 修剪 良好 的 可 知 存在 xELev,(T)SD, 能 使 
yt. 

把 上 有 段 论证 放 到 P 中 来 看 ， 这 下 是 说 明 ， D。 是 P 的 稠密 子 集 ， 
OR —e<o,), HMA oO) WH, EPH EF G 能 与 每 个 
D. 都 相交 。 和 再 由 诸 D。. 定 义 易 知 G 为 不 可 数 ， 

又 由 于 P 的 偏 序 为 硅 z 的 道 关系， 故 由 G 的 滤 子 性 质 及 过 7 的 
ME AEC BAST <> PIE. HT, <p> 为 Suslin 树 知 它 
AS Fi ANT BE, 故 得 矛盾 。 证 毕 

本 节 以 下 将 证 明 ， 者 存在 Suslin 树 ， 则 也 存 在 Suslin 线 ， 这 
一 事实 在 下 节 有 用 。 另 外， 由 这 一 事实 及 $1 的 定理 4， 也 可 得 出 
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JE BLG, 

93:7 ” 芳 了 为 一 修 前 良好 的 Suslin 树 HzcT, M: 对 等 一 
自然 数 x?， 都 存在 4 二 ht(z,7T) 能 使 | (y CLev, CT). zzy)lz n. 

证 明 (1) SX ={yeT.r<,y}, HERO) AMX! = 
四 ， 从 而 由 了 为 Suslin 树 可 知 世 不 是 一 个 链 。 所 以 引 理 对 n=2 
HA. 

(2) 设 # = 有 时 引 理 已 真 ， 当 2 = 下 +1 时 ， 由 归纳 假设 知 存 
TE, ht(z, T) RLev, (TYPAR Foy. ged £r zug 
(i=1, sk) WER y HIR = 28] 95] 8 , nT An fe dea a, 及 Lev。 
CT) BARRE Ze RE res Zest 55 mcs 
Lev, CT) PFE 2Z1 Z- A TJ RTI m1, 1), 从 而 
和 有 z 友 3 全 =， 和 + 所 以 引 理 对 = 有 +1 也 成 立 也 ， 证 毕 

定理 8 若 存在 Suslin 树 ， 则 存在 Suslin 线 ， 

证 明 C1) BT,h-—SuslinBj, h3 5A T, 含有 一 个 修 
5j pif mj Susling T, 

(2) @L={CST CHT PHRASE}. 

对 每 一 CEL， 易 见 存在 唯一 的 序数 h(C) 能 使 Ba<h(C) 
时 ，C 与 Lev。(T) 恰 有 一 个 公共 元 (以 下 记 为 C(0))， 当 a 宕 有 COC) 
时 ，C 与 Lev,(7T) 不 相交 ， 

对 每 一 CE 工 ， 由 了 为 Suslin 树 可 知 &(C) 一 ol。 又 因 正 为 修剪 
良好 的 ， 易 见 C 中 无 最 大 元 ， 从 而 可 知 &(CC) 为 极限 序数 ， 

现在 在 忆 中 定义 一 个 全 序 关系 印 如 下 。 首 先 ， 在 集合 THE 
意 定 义 一 个 爹 序 关系 下 〔( 它 与 树 T 中 原 有 的 偏 序 无 关 ) .对 工 中 任 
一 不 同 的 元 C，D, 4 dU(C,D) 为 适合 C(a) 志 D(a) 的 最 小 序数 a. 
由 C,D 基 不 同 的 极 大 链 易 知 2(C,D)<min(h(C)，h(D))， 从 而 
C(d(C,D)) RD ACD) BEEN, HES 

CID AAM4C(d(C,D))~D(d(C,D)). 

XJ PUB KEL p EA- A, TT SL GEL h 的 一 
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个 全 序 关 系 ， 以 下 将 证 明 ，< 工 , 本 > 是 一 条 Suslin 线 。 
(3) EHRL, DEAMARAAT. BA EML, Jp 
存在 中 个 两 两 不 相交 的 非 空 开 区 间 {(C1,Di) :EE<@1}, 对 每 个 E 一 
O, [EXC EC (Cs,D;)， 并 廊 一 序数 4; 使 适合 
max(d(C,,E;),d (E; Di oh(E,), 
CH (2) maf cC, D) -min(&(C) ,RCD)) RACE ORARE Jf 
易 见 存在。) 

现在 证 明 ， LE Ca) Eco, HRS RAT 中 一 个 不 可 数 的 反 链 ， 
从 而 与 了 为 Suslin 树 矛盾 ， 

例如 ， 看 吾 o(co) 与 至 (xy 。 假 若 它们 在 到 中 可 比 ， 不 妨 设 

EnS rE a), (<, HT RE 3: X) 
WHE, EJSABITMBCKEE E AGa, HHA 
F,00) = £,(0),#,(1) =#,01),*« »#,(a,) = E) 
(Aa, dCs Ea) d (E, Da), FUME E id 式 易 见 有 
d(Cy, #3) = CC, (Ca) 5c E, Co) ya) 
= (FC) (a) = E, Ca) Kye) = d(C E); 
及 dCE,, D)  d(E,,D,, 
HERC, SE, SD REC) = E,0),- EQ) = E, CH) R[f8 
C, (d CC,, E,)) = Cd CC E )) 
AEG, E,)) =£,(d(C,,E,)) = E,(dCC,,E,)), 
及 B.Cad(B,D)) =D,(d(#,,D,)), , 
Kf C, JE, Do, 即 ELE (C,,D,). EHEM HELE, EC, D). 
RXS (Ca D) (CD) 不 相交 的 题 设 矛盾 . 
C4) BHECGL, 局 > 不 可 分 ， 即 ， 不 含 可 数 稠密 子 集 . 

为 此 ， ABE 明 ， 对 %—d<o,, <L, «pin YT # 85,210, 
&(C) «a HECL, «rh ZR $8 988 (IR. PSAL, «pis ors, 
则 由 于 对 每 个 DE SMAAD) 一 o 及 8 可 数 以 及 @o, 为 正则 基数 易 
知 存 在 01 一 @! 能 使 SS 8,,， 从 而 由 S,, 不 稠密 即 知 5 不 稠密 , )， 

196 


考 虚 任 一 8,(6<@.)。 任 了 到 一 个 rELevs( 了 T) ,由 引 理 7? 知 ， 存 在 一 
a>>6 合 Lev。 (了 TT) 中 含有 3 个 (在 三 r+ 下 ) 大 于 xz 的 不 同 的 元 y ,2,w。 
IERULIB34- 2 Say .2z,.0h DEF, E WD,E,F 也 A 
HJ, mAEHREDZE-F, W CDF) 是 ,村 中 的 非 空 开 区 间 , ol 
TuEBIS,5 (D,PFo)oRdH3E 〔〈 从 而 即 知 8 不 稠密 ) 。 

任 取 GE(D,F)， 现 在 证 明 z EG OTMAR =ð, GES), 
& 
6,-d(D,F), 6,=d(D,G), 6,=a(G,F), 0 =min(d,, 62,05), 
再 分 情况 讨论 ， 

(4*1) 者 =， 则 61 志 6,。 但 由 D,F 取 法 及 树 性 质 易 见 
zCD[)P, 再 由 + ELeV,;(T) 易 知 6< 过 01。 所 以 6<6,, 从 而 G0(6) = 
D(ó)2z, EG, 

(4*2) 360 = dda Ill Hp 62,6, Et 3: BI DC8)0 = G(6,) = 
Fid). 但 易 见 D(6) -z-F(ó), MAc AWitjbüzca, 

(4*3) 3;0'-20,—06,, ff (4,2) dizcG, 

(4*4) FO =6,=6，， 则 由 6s,6, 取 法 及 D 1G FE DC) 一 
G(0;) AF (02), BrEADCOD 5c F (06), 再 由 D(é)=2=F (a) TB 
“一 9:， 从 而 仿 上 有 xz E G。 证 毕 

注 本 定理 的 道 命题 也 成 立 ， 证 略 ， 


$3 由 ?证 明 存在 Sustin 树 


我 们 先 介 绍 集合 论 命题 o. 

定义 CCo, 如 果 对 每 一 极限 序数 6<@, 都 有 “车 C Neo 
在 6 中 无 界 ， 则 6E C" , 则 称 C 为 闭 的 。 如 果 C 在 o 中 无 界 且 为 闭 
的 ， 则 称 C 为 @, 的 无 界 闭 子 集 ， 简 记 为 cuu.b we. 

EX ESTA. 如 果 呈 与 o: 的 每 个 无 界 闭 子 集 的 交集 都 不 
Z, WES Ho, 的 平稳 子 集 (可 以 证明， 这 一定 义 与 第 一 童 中 
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平稳 子 华 的 证 六 是 等 价 的 ,)， 

命题 FER ARICA, aa) (其 pst A, ca) BE (di. 

对 每 - ASo,, Alco ANa = A Ao T ERST E, 
(以 下 把 具有 这 样 性 质 的 序列 <4.:a 二 ou 称 为 -序列 .) 

可 以 证 明 ， 如 果 ZFEC 不 FIR, WZFC+ OMA AIG GEM, 
读者 可 参看 公理 集合 论 专 书 ， 如 [5 3、[ 6 3 等 .) ， 

以 下 回 到 对 Suslin 树 的 讨论 ， 

定义 ET, OH, Eht) =@ 并 且 对 每 —e<a, 
A |Lev,(T)|<o,, WET $—0,-9. 

,定义 RTA. 如 果 对 每 个 +ET， 集合 {y ET 
ey ARTS 的 链 ， 则 称 树 了 为 永远 分 枝 的 . 

引 理 9 设 47 ,和 ?为 一 永远 分 层 的 四 -= 树 。 如 果 中 中 每 个 反 链 
都 基 可 数 的 ， 则 了 为 一 Suslin 衬 ， 

证 明 H, HT Ho- HiT] = 

以 下 证 明了 中 每 个 链 都 可 数 ， 

假如 了 中 有 一 个 不 可 数 的 链 B， 不 妨 设 为 极 大 链 ， 则 由 
ht( 了 )= 避 易 见 8 与 7 的 每 一 层 者 相交， 又 由 于 ?是 永远 分 枝 的 ， 
所 以 对 每 个 +*ET， 都 能 找到 一 个 f(z) ET 使 x 二 f(z) 并 县 f(z) 
€ B, 

现在 ， 对 每 个 4 二 @,， 归 纳 地 选取 xz, EB 使 适合 

ht(z,,7') —supi(ht(f (z,),T)18—a]), 
DP DAHA AE FETE: ULAPARR.DB-cdbUGE Y Tas B, HTH 
@- 树 可 知 每 个 ht(f 2,0), T) <o, FAB BH |e] <0, Bo, 的 
正则 性 可 知 
sup{ ht(f(2s),7):B<a}<a,, 
所 以 存在 序数 ww 能 适合 
sup{ht( fiza), T) :Ba}<a <., 
XHhtCT) = o,n[AlLev;,CP)2e0,. HRB wy) ER np Bs 
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Lev. (MHZ, EZART HT., 
MEH fraco ) CT ri fg np Be po E A SERE 
了 矛盾 )。 
HEHE <a Lo, Hr PORTA 
wifi T) «ht(z,, T), 
BiinesxfiSWag 
htCf Cta), T) htCf «,. , T), 
UE fO SJG), li ERAS Sf), KW 
而 有 
TaS ftf) 及 ror Sft), 
ERREXA (Cre) Sre, 但 这 不 可 能 ， 因 ， CIO Fns 
f), WA 
ht(z,, T) Sht flra), T), 
xx SEL EF IR. CIOX f(x, <t., M dizof(z) cr, Kms, 
Xs。CEB 及 链 8 的 极 大 性 应 有 fj(zs) SEB， 与 (x8) 取 法 不 合 ， 
Bru, MEE B<a<o,, flats) 与 f(x) 都 不 可 比 。 从 而 
Uf (zsa<ol} 是 了 中 的 不 可 数 反 链 ， 这 与 题 设 矛盾 。 
所 以 ，7 中 每 个 链 都 可 数 。 再 由 | 全 | = 由 及 题 设 即 知人 了 为 一 
Suslin#y , 证 毕 
51210 设 .ex 为 o, 上 的 一 族 有 限 元 函数 ， 其 个 数 小 于 1, 令 
C={7<@ :7?( 视 为 9. 的 子 集 ) 对 .ef 中 函数 都 封闭 }， 
W Cio, Bfjc.,u.b. E, 
WEBB (1) 先 证 C 是 @, 的 闭 子 集 。 任 取 极 限 序数 6 二 mp,。 车 
C No 在 6 中 无 界 ， 以 下 证 明 6 对 .ez 中 函数 都 封闭 ， 从 而 6EO. 
任 取 . 史 中 一 函数 了 ， 设 它 是 下 元 的 . 任 取 a1,…,awmE6，。 由 
C No 无 界 可 知 存在 YE C n ofi fira, , o, v, das, a, CY, 
e mrceoafc,, "an EY, RAPE 8 即 知 f CA Emn) EU. 
(2) ALC HOPI. EREC, 令 G(E) 为 集合 E 在 .er 
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WAATA CHI Hie oo Zoo IP eR CAE RI AS. 
MAESE (E)So,, JJ Hey [E| «e Xe ri CREE A 限 元 的 易 
AIGE | <o, Fo REMES, WAE A gE) 能 适合 
Ex<g(E)<a,B8G(é)Gg(&), 

把 g 看 作 定 义 在 @, 上 的 函数 。 对于， 反复 作 g (E), g^ (OD CH 
gg (E), U FIRE), gE, IES 

g^" (5) =sup{g"(E):n E0}, 

BRAE<g"(E), ft fe Silt BNC FEO, PAH. 

Hu, Big" (D <@, Ro, AE WW TER ag" (E) <o. gj uEHH 
g"(5)X] e "PE ER CREE A. [ERG 中 一 个 函数 ( 设 为 m 元 
的 )， 并 任 取 xi，…anEg”(E) . 易 见 存在 4 Eco 能 使 wawE 
g*OD5, Ai 

f (&,,:«,0,) € GCg* (D) &g** E Sg (E), 

所 以 ，g“(8&) 对 .sf 中 函数 都 封闭 由 以 上 即 知 g*(&)EC， 证 毕 

引 理 11 wT =<a,, 本 > 为 一 0O- 树 ， 4 三 加 为 了 中 一 个 极 关 反 
链 ， 则 C= (ao iT, aH ANT AT PRK 反 链 } 为 om 中 的 
cub., (HPT, = U(LevsCT):8—a),) 

证 明 (1) 先 证 C 为 @, 的 闭 子 集 ， 任 取 一 极限 序数 4 一 o, , 
设 C Ns 在 6 中 无 界 ， 现 在 证 6€E CC. 

(1*1) 任 取 B < 过 6。 由 C Nos 在 6 中 无 界 可 知 存在 YECN6 使 
BY. MU T,CT,-vYco, X Bos FRU CB T, = Te. 
AMAT. Sð, j 

^d :2) 任 取 B<8。 仿 上 知 存在 YE C n ot B—v ABC? = 
了 ,守卫 ,。 又 由 6 为 极限 序数 知 6 = U8. Mites, 

a +3) 由 4 为 PT 中 反 链 知 4 站 全， 为 了 ,中 的 反 链 ， 

(1*4) 假 著 存 在 &E 了 7, 与 4T, 中 诸 元 都 不 可 比 。 则 存在 
8 一 4 使 ESE 了 pe。 “又 仿 上 知 存在 7E C notiB v, MOHS&C T,, 再 由 
YECHMESANT, PRTG. ABWANT,CANT,, HE 
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Hn SEA B. 

由 (Ciel) Æ (O4 BpAocc, 

(2) 再 证 C 在 oj 中 无 界 ， 在 oj 上 定 多 函数 了 9 ,8 如下， 对 
EEEo, > 

f (&) =ht(E, T), 
g(&) = sup(ti:"1 C Lev; (T), 
h(E) = 4 中 与 5 在 了 中 可 比 的 唯一 元 素 ， 
F$ D={a<o0 a}, g Ah 
MASELA Aotu b. E, LIT UuEBIDCC, MWACHE 
中 中 无 界 ， 

RCE D, Metti, g ABA, 

(2:1) 对 任何 EEa， 有 ht(&,T) = 了 (8) Ea， 从 而 EET,, 所 
以 xc 三 了 。， 

(2:2) 对 任何 EE 了 TPT。， 存 在 B<a 使 EELevs(T)， 从 而 有 & 专 
9(B)。 但 由 BE a 有 g(B)EQa， 从 而 易 见 EEQa。 所 届 T ,Sa, 

(2:3) 由 4 为 了 中 反 链 知 4 门卫 。 为 中 中 的 反 链 ， 

(2-4) EREET.. d (2:2) 知 5EEw， 所 以 有 CE)E4 且 与 E 
HE. XAA Co, 再 由 (2D). 有 NE)ET,。, Bru hc» c 
At.. 

由 (2.1) 至 (2:4) 即 知 xEC， 证 毕 

引 理 12 RT = <@, 夸 7) 是 一 个 永远 分 枝 的 @,- 树 ; (Avia 
Q1»j& —4- O-FRIY. SE fA RR Bee o HR AT FF HE HOD 
成 立 ， 

GO ”者 T。=4 并 且 4. 在 志 r 下 是 7。 中 的 一 个 极 大 反 链 ， 
则 对 每 个 zELev。( 了 ) 都 存在 yE ALAR iy 过 rz， 
il Ty —o,-Suslingg , 
证 明 由 引 理 9 易 知 ， 只 须 证 明了 的 每 一 反 链 都 为 可 数 ， 
任 取 了 中 一 反 链 4， 易 见 了 ,可 扩张 为 灾 的 一 个 极 大 反 链 4。 
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由 引 理 11 知 
C,-(ao,::T, aB ANT. AT PMRKRE) 
Ho pje. u.b. R. KAA 
C,- (aco NR DR FF X 
是 名 中 的 c,u.b. 集 ， 并 且 易 证 两 个 cu.b 集 的 交 仍 是 c*u'b. 集 ， 
所 以 
€ = {a<@:a 为 极限 序数 ,7T。= a 并 且 4NT, 为了。 中 的 极 大 反 链 } 
是 @ 中 的 c,u.b, 集 。 但 由 9 -序列 定义 知 
S={a<@,:Af\a=A,} 

是 @ 的 平稳 子 集 , 从 而 SNnC 不 空 . 故 可 取 定 -- BE CHANB= As. 

对 于 了 中 任 一 适合 ht(z,2) 三 8 的 元 zs， 易 见 存在 一 个 zE 
Leva (T) tirs., X 由 BEC 及 GO 可 知 ， 对 于 此 z， 存 在 
yc A;- AN Bfefy «rz, Miiy-rz. BE 4 为 反 链 及 9E4 即 
Az € A, 

H EBRIAACT,, HT,-8 (Bc C) ,BrEL ASB, 再 由 
B<o, IRA DH a, Magn A, ta ay a. 证 毕 

定理 15 若 9 成 立 ， 则 存在 Suslin 树 . 

证 明 任意 取 定 一 个 仿 -序列 <A。.:0<@)》， 

RIEF AEO, Eo bE L474 «1, ET, = <@,, <> 
成 为 一 个 Suslin 树 

C1) TARO, Lpp n, 省 层 (no) 如 下 定义 ， 


M MW Y) M In V M M 


Lev, CT.) 

Lev, (CT,) \ v / Y M 
| S. "A N "d 
Lev, (T) 

Lev, (7) cs a 
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(2) 了 ,的 第 @ 屋 如 下 定义 ， 

RFH OOl, ,0 - n, (n0) 作为 第 @ 层 的 点 。 这 些 点 
与 以 前 各 层 的 点 间 的 偏 序 < 志 定义 如 下 ;，. 

对 每 一 mw， 通过 上 图 中 的 点 mw， 任 意 选 定 一 条 通 向 第 @ 层 
的 极 大 链 ( 即 与 第 0,1,…,n,… 各 层 都 相 交 的 BE) 0(m) (例如 ， 
可 以 取 C00) 为 {0，1，3，7,…}; 可 以 取 C(3) 为 {0，1，3，8， 
17,…}， 但 也 可 以 取 C03) = C00)， 2628) FS OE EE ff E m<o) 

[A,0 - m3 H H341 c C(m), 

C3) AT CT TBXRT, 的 第 o 层 以 上 的 状况 ， 我 们 先 另外 定 
义 一 个 树 C=, 所 )， 然 后 把 它 依 自然 方式 接 在 好 ,的 第 @ 层 之 
上 (事实 上 上， 我们 将 证 明了 自身 就 是 一 个 Suslin 树 。 只 不 过 它 的 
第 0 层 有 无 限 多 元 ， 不 如 7, 看 起 来 更 自然 些 。) 

T 了 的 第 0,1,…,R,… 各 层 (n«o) 如 下 定义 ， 


VM Ww V VAM, V. M Ww WS ^e 
Lev,CT ) ua 0:34] 0-347 9-348 0-349 zz 
^ p 
Lev,(T ) w? Sa Ma cuf EE M M, VV cee 
— a on 
Lev, (T ) id i M r ur sf 2 Ph. 
Lev, (CT ) fi “ee — "d 


一 般 ， 我 们 对 了 的 偏 序 扎 按 其 各 层 作 归纳 定义 ， 使 适合 下 列 
4 条件 ， (其 中 = {@:B+n: n<o}.) 
(a) 本 是 @, 上 的 树 偏 序 并 且 对 每 个 B<wm 都 有 Levp(T)= 
I5, 
(a) 则 每 个 6 一 @ & fj^ no, A 
(0*B - no «jGo-(CB-1) +22) 
(MB e n)«](o*(B-1)-2n +L), | 


203 


(a) dXiBca-co,HzCI,, WHEY CT ARTY. 
(a,) 引 理 12 的 (天 ) 成 立 ( 对 每 个 极限 序数 一 oi ,) 

yeca, HET, al JLev, (T) EBA ON PETE 
&()Z (a0. BEA AST, e. a, 

UP RAM MEIN xg X PRAT, 上, 使 1。 成 为 
Lev,c T), 

(3:1) 当 c 为 后 继 序数 B+1 时 。 对 任何 z€T.-2o0 及 任何 
€I,, "llPiEX«. 
(i) #y=@-a+2n, > 
x<Iy 当 且 具 当 (2@=0-B+nkr<jo-B+n), 
Gi) Xjy-2o-a-2n41, > 
ty4A RY (t=0@+B+nmz<Jo-B+n), 

此 时 易 见 本 仍 是 树 偏 序 ， 并 且 有 Lev,。(T)=J。。 从 而 7,,,= 
T,UI,-o-(a*1), JEH (aD £(GG0TET,., E. JR 立 (注意 (ay) 对 
于 后 继 序数 x 无 要 求 . )， 

(3:2) 当 a 为 极限 序数 时 ， 
(3:2:1). Fan OD P RERE (Tesa RAKT RRR 
BOSE) 对 于 此 a 不 成 立 ， 此 时 如 下 进行 ， 

对 每 一 ET,= ma， 在 T 了 ,中 任意 取 定 一 个 通过 2 的 极 大 链 
B(z)(H], zE B(x) F HB) 与 7 的 每 一 层 Lev,(T,) = 了 ,都 
相交 ,》 .例如 可 如 下 选取 召 (z) : 先 根 据 z 取 一 系列 序数 E = En (x) 

(m«o) 使 适合 
ht(z) <E <E < Hsup{é,, m«o) 2a; 
然后 在 了 ,中 归纳 地 选取 诸 y= yu) € TUE 
sJ < yd 
Cj (a) AU AT EDs BRA 
B(xz) = {zsET,， 存 在 m<@ 使 z<Jyn(z)}，. 
则 易 知 五 (z) 是 一 个 通过 zx 的 极 大 链 ， 
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现在 ， 把 了 ,= @"x 中 的 元 (Heco Hoa 可 数 ) 任意 排 为 一 
个 序 型 为 o 的 有 序 集 {zs eo} Gx + 排序 STOP 
关 )。 然 后 根据 这 一 排序 ， 如 下 定义 T。 中 的 元 与 了 中 的 元 的 偏 
FF, 

XHMEIBIuCT,EoCI. Hu=aatn, Hj 

ucqv343 H H34u € B(z,), 

由 诸 8(z) 在 T. 中 的 极 大 性 可 知 1 .中 每 个 元 的 高 度 为 x*， 从 而 
Lev, (T) =J,, T,,,- T,UJI,-o*(a 1), 此 外 还 易 见 la) 
(a0 ET... EY, 

(3*2-2) 者 (qa4) 的 (zx) 中 前 提 条 件 对 此 a 成立， 此 时 基本 仿 

(3"2*"1)， 只 是 略 作 修改 如 下 ， 

对 每 一 zE7。， 由 于 4 对 于 急 构 成 树 了 。 的 一 个 极 大 反 链 ， 所 
以 存在 一 2zE 4. 能 使 :与 ?在 村 下 可 比 ， 从 而 易 见 存在 一 yE7。 能 
iry H <y. why =E, MES ESE, yo - yh Ja 再 仿 
(3:2: FRE, 5s, Mi gave F ELBO R Tu ES. Rp 
每 个 z+ET。，B(z) 都 与 4. 有 交点 ,从 而 再 由 书 的 定义 即 易 知 (x) 
中 的 结论 对 此 a 成 立 ， 

FE, ENEA UNED ET a ERE. 

(4) 由 (el)， (a) 可知 了 是 一 个 永远 分 枝 的 四 =- 树 ， 再 由 
(a,) 及 引 理 12 即 知 了 是 一 个 Suslin 树 

(5) 把 了 中 每 个 元 4<@, 都 改 记 为 a+a， 并 把 其 第 0 层 等 同 
于 (2 ) 中 已 定义 的 了 ,的 第 6 层 。 同时， 把 7 的 其 他 任何 第 / 层 都 看 
作 了 ,的 第 0 +?+ 层 、 这 样 得 到 全 部 的 树 T,。 显 见 T, 仍 是 Suslin 树 ， 

证 毕 


$4 #4 论 


由 定理 4 (以 及 对 4(ol) 与 ZFC AIM ABE) WAS H 55 


205 


2ZFC 相 对 和 谐 的 。 由 定理 13 及 定理 8 (以 及 命题 0 与 ZFC 的 相对 
和 谐 性 ) BR] “JESH” 也 是 与 ZFC 相 对 和 谐 的 。 这 两 方 面 合 起 
来 ， 就 说 明了 Suslin 假 设 对 于 ZFC 的 相对 独立 性 ， 

同样 ， 把 定理 6 和 定理 13 合 起 来 看 ， 就 说 明了 Suslin 树 的 存 
在 性 也 是 相对 独立 于 ZFC 的 ， 

除了 Suslin 树 的 存在 性 问题 之 外 ， 在 不 可 数 树 的 理论 中 还 有 
不 少 其 他 问题 也 是 相对 独立 于 ZFC 的 。 我 们 只 列 举 两 个 例子 如 
下 ,不 再 详细 介绍 。( 读 者 可 参看 C6 ] 或 [7 D 

定义 BRT, < H—o,-h, HAT 中 每 一 链 的 基数 都 小 于 
ol， 则 称 了 为 一 0i-Aronszajn 树 . 

在 ZFC 中 可 以 证 明 ，@1-Aronszajn 衬 是 存在 的 。 但 车 把 上 述 
定义 中 以 及 ol- 树 定义 中 的 wo 字样 都 换 为 o。， 从 而 得 到 os-Arons- 
zajn 树 的 概念 ， 则 可 以 证 明 ，@%,-Aronszajn 树 的 存在 性 是 相对 独 
立 于 ZFC 的 ， 

EX BT, <> HoW, METH O 与 的 每 一 层 
Leva(T)(@<@,) 都 相交 ， 则 称 C 是 7 的 一 条 通 枝 (path), WE 
了 至 少 含 有 os 条 通 枝 ， 则 称 也 为 一 Kurepa 树 . 

Kurepaf iE CK H) Jii. TrírKurepaft, 

可 以 证 明 ，Kurepa 假 设 也 是 相对 独立 于 ZFC 的 ， 
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第 八 音 ASCE BT BUS A yr TE 


本 章 介 绍 : -个 数学 分 析 性 质 的 问题 ， 它 是 由 6。Takeuti 提 出 
的 ， 由 T。Tugué 利 H。Nomoto 得 到 独立 性 结果 (DC 1 ])， 通 过 
它 可 以 说 明 ， 在 看 来 似乎 比较 通俗 ， 但 又 不 是 纯 集 合 论 的 数学 问 
题 中 ， 也 可 以 出 现 独 立 于 ZFC 的 问题 ， 

先 介绍 一 类 命题 。 设 4 是 实数 集 BR 的 任意 一 个 子 集 ， 我 们 要 
考虑 的 是 下 列 命题 (PA) 的 真 假 ， 
(PAJ) 对 每 一 自然 数 无 限 序列 {aky ko}, MERA 

对 每 一 实数 1E 4， 都 有 ]lime*"'*4' =1, 

Mlima = 0, 

不 难 证 明 ， 有 很 多 (PA) 是 真 的 ， 也 有 很 多 (PA) AERA 
如 以 下 $ 1 中 诸 结果 .) .此 外 ,更 有 很 多 (PA) 其 真 假 尚 难 判断 ， 
其 至 有 的 (P。) 其 真 假 是 不 可 能 在 ZFC 中 断定 的 ， 本 音 就 是 要 在 -- 
些 初步 讨论 之 外 说 明 最 后 一 种 情况 的 存在 性 ， 

本 章 是 根据 [ 1 KSA. 


$1. (Pa ) 的 证 有 明 及 其 他 


以 下 ， 我 们 一 般 把 序列 {a k-—o)ffjinog(a,), 
定理 1 (POAR. HH. GEBAUT II (a, ES 
对 每 一 实数 t， Alime! "tsat =] (I) 
Mlima, = 0, 
证 明 用 反 证 法 ， 假设 liima = 0 不 成 立 ( 以 下 记 此 为 ( H, 
gae. 
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(1) 车 {as} 有 上 界 ， | 
wort, Se ALI (a, RE ELE HE — SEO AT 序列 (as ,: I< 


oj， 疏 记 为 fa)}。 设 诸 oy m0). Wisi, ALCL IRF 


(a RA. MC ORF HIR, FH. 

(20 Glas MPA. 

(2:1) 先 看 一 个 特例 ， 它 对 以 下 有 用 。 设 {or} 为 [5." 1} 形 
WR, FLAS, WES RF At I HEROS, 


1 36,7 l 1 ) 
* = To E Tis 
250. ( 1 L). 
bis LIT. Bs 
2° hans: ( 1 1 ) 
十 二 一 一 —— eee —}+ 
b, frd n+: rt 


GFE, ABA WR.) 
Mb-2'-1 (n=3,4,5,…) 时 ， 由 计算 易 知 


OPERET EE -Si LEST p- re IO 78,45, 7). 
由 此 知 lime* es = 1 不 能 成 立 ， 与 ( 工 ) 矛 盾 . 
OD 若 {as} 中 有 无 限 多 项 为 奇数 ， 则 当 ! = M, Gur) 


中 有 无 限 多 项 为 “整数 二 -元 ”形状 ， 从 而 易 见 (I) 不 GR x, F 
盾 。 所 以 ;几乎 一 切 ax 都 是 偶数 。 
同 理 可 知 ， 对 每 个 正 整 数 m 都 有 ， 几乎 一 切 os 都 是 m 的 
fiit. 
(2:3) SUE ta.) 中 如 下 归纳 地 选取 一 个 正 整 数 子 序列 
(a, yi j «a 
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4a, 为 {Qs} 中 任 一 正 项 (ORCI RFE). 

dta, CRE, Wha Vau, delat lar IER. 
(HC DERC DAFT). 

把 所 选 的 千 序 列 改 记 为 {ay: j<o}, 易 见 它 是 (2*1) 的 情况 ， 
PRACT Re ARR, AC Teta, BAM, FA. 

证 毕 

除了 ER 之 外 ， 还 有 ER 的 很 多 真子 集 4 之 适合 |4| = R 者 ， 相 
应 的 (PA) 也 能 成 立 。 例 如 ， 由 定理 1 容易 得 出 ， 

推论 2 XACRÓ— HH K ile, di(e<d), M (Pa) 
成 立 。 

此 外 ， 也 有 8 的 很 多 真子 集 4 之 适合 Al = R 者 ， 其 相应 的 
(PA) 不 成 立 。 这 可 以 通过 以 下 的 定理 3 来 说 明 ， 

定理 3 任意 取 定 一 个 正 整数 ?三 2， 对 任 一 严格 递增 的 自然 
数 序列 v= {ne}, > 

A. Co AP) =| ts ae = ; 7T, -0,1,:-,p-1 ) 
则 ， (PA ,) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 序列 Av-zi(n,,4-n,:k«o) 
EF. 

证 明 (1) 证 必要 性 。 假 设 Av 无 界 ， 

对 任何 1E 4,， 以 et 记 p"*t 的 小 数 部 分 CB prt- Cp" £2, 
其 中 [C…] 代 表 整 数 部 分 )， 则 由 计算 易 得 (注意 v 的 严格 递增 性 ) 


1 
Sr pee (k<@) (I) 


presi 


又 由 4Av 无 界 知 存在 它 的 子 序 列 (ne + - me, to) AB ME 


4i | — Ps (j=), 


从 而 由 ( 工 ) 有 
. e, 770. O4 joo), (1) 

EFIR, 1J oid 7s ims}, JE TE Re. WAR, Wik 
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CORCA Pile tid Netz), Whi FANE we 
e(2zip":t)-1 (M j--c2), (E) 
由 #E AME RTE RCM SABINI, ARS UD" 1:1) o) 
f (Pa ,) 的 前 提 , 但 显然 此 序列 不 以 0 为 极限 , 所 以 (PA,) 不 成 立 。 
(2) 证 充分 性 。 设 Av 有 上 界 b。， 并 令 b = maxi, b, 
由 VY 为 严格 递增 可 知 ， 对 任 一 正 整 数 :， 都 存在 v 中 一 项 ar 能 
fin, ln, 〔( 当 有 = 0 时 ， 可 视 a ;为 0)。 从 而 有 
l=n,-r, (0<r<5), (av) 
任 取 闭 区 间 50,13] 中 一 个 实数 #， IEA RE RIZE HW 


t= Dor, («rn <p) (Y) 
li 


利用 (下 )， 可 以 把 (TY ) 式 右 端的 每 一 项 都 表示 为 如 下 形状 


T; P Ty 
pre? 


(Or hb), CW) 


HOV) (WO RA. Wie MEHR: FEA Yb EGGS, 
TEN AL 
t= pty t+ EE LEE (W) 
WE, ER- BRATI), FREES (CP. MBE, 
wW EE t, COSr<b) MBA 
e(2zia,0(,) 1 (4k-oo), 
从 而 由 (更 ) 可 知 也 有 
e(2zia,U) 1 QA kb--oo), 
又 由 于 为 [0,1J 中 任 取 的 数 ， 故 由 推论 2 可 知 
ü,— 0 (GU kb-—o0). 


所 以 ta, & a CP, MAE. 证 毕 


$2 在 MA(oi) 下 的 结果 


由 上 节 可 知 ， 存 在 很 多 适合 M = |R| 的 ACR 能 使 (P,) 成 
立 ， 也 存在 很 多 适合 A| = |R| 的 4SR 能 使 (P,) 不 成 立 。 后 者 是 
因为 ， 任 取 Y = {ni} 之 使 Av 无 界 者 ， 则 由 定理 3 知 相应 的 4，( 易 
见 |4,| = R ) 就 能 使 (P，,) 不 成 立 。 并 且 由 44, 的 定义 易 知 当 Y 不 
同时 相应 的 4, 也 不 同 。 另外， 也 可 通过 改变 p 而 得 到 不 同 的 4，,， 

本 节 考 虑 |4| < R 的 情况 ， 并 证 明 在 MA (@,) 下 的 一 个 较 强 
的 结果 EMG), 

我 们 在 以 下 讨论 中 把 一 个 自然 数 无 限 序列 (n kco SF 
— RE fio-o, Hip f(k) = n, CE—0), 

引 理 4 设 4 是 及 的 任 一 个 基数 为 ,的 子 集 , 记 为 4= ac 
2ij， 则 存在 一 族 严格 递增 的 函数 f^ oo (ao lib A FH — 
条 件 ， 

Ca) HEB, HEF, SA 作 自然 数 的 无 限 序 
列 时 ，f" 除 有 限 多 项 外 是 1 的 子 序列 ,并 且 当 自然 数 适 当 大 之 
REAS Sfk), 

Cb) 对 任何 8 过 w<o: 及 如 E 4， 实 数 序列 

(Fkt -CF GO) G8 E 0) 
(其 中 […] 代 表 整 数 部 分 ) 收敛 于 一 极限 值 ss， 并 且 此 值 与 c 

证 明 (1) 先 定 义 户 。 在 有 界 序列 

[nt - Cni linca} 
中 任意 取 定 一 个 收敛 子 序列 
{ty — Cnet]: k <o}, 
Us ith, t+ 
f'-in,:k«o) 
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By Ay bat SUL (a), (XE). 
(2) 对 任 一 0 过 < 过 0@1, 设 对 一 切 8 过 a 都 已 定义 了 适合 (0) 
E (Ob) 的 严格 递增 函数 1 。 以 下 分 二 情况 定义 1 ， 
(291) 4SoQRRR LIN e=V+1, CARR 
{f"(n)t,—- Cf" G)t,3:2 0) 
Fe AT Ek Be rd SCETm 
{fT init 7 Cf" (mg) tathk<o}, 
以 86 记 起 极限 但 ， 并 令 
f ={f (n> 1k<0}, | 
由 于 产 是 大 的 子 序列 ， 故 由 归纳 假设 可 以 看 出 :对 于 此 六 及 
EELO, (MR W FSER, (ORA. 
(2:2) 当 a 为 极限 序数 时， 
HE XB ak 7r P ex SIS EPA Bt o) 3E E 
a= sup(B,:t«o) 
(dao, ZW BIER. . 
Bede. xPERICJI-—o, FEER Am RE GE 
f": ERA Bm IPE FY ISTIS 
并 且 XP—9 HARE mud f^i(Go SH? s(k), 
HAMEETE, XPEERIS OX EE RIYSB, FFF 
{Ff i k)i,- Cf «Ct, sk 0) 
收 化 于 一 个 与 B; 无 关 的 极限 值 s，。 
现在 气 乍 义 一 个 范 数 :0 一 0 如 下 
gt) = f(t,) 
其 中 心 = 1 Mon, 
本 
我 们 将 利用 g 洒 定义 1"， 先 给 出 yg 的 两 个 性 质 ， 
首先 ， 对 任何 B8<a， 易 见 存在 h<@ 能 使 过 BB， 从 调 EJA 
假设 知 f": 是 1 的 子 序列 。 由 此 及 g 的 定义 及 上 述 由 dnd 
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Eu 


AREFE, f^i, WEER Big Goibicco) 是 
f^i H5. 
其 次 ， 对 任何 8 一 wx， 由 归纳 假设 有 
FP kytee- Cf Ch) tgl—>s~2, (ko); 
由 此 及 上 段 可 得 
9(tég—Ca(t)iglsy, Ghi), 
现在 ， 在 有 界 序列 
(gt, - CgGDoGt2: 0) 
中 任意 取 定 一 个 收敛 子 序 列 
{ 8) — Cg (26,0: k o) 
记 其 极限 值 为 s。。 并 定义 f° 为 
f°" (EF)=90), (ko), 
WAL bitte BASHA (a) 及 0». 
C3) KEEF <o) 的 超 限 归 纳 定义 及 相应 的 (a) 及 
Cb) 的 证 明 至 此 完成 。 iE 
5]385 在 MA(@,) 之 下 ,对 于 RR 的 任 一 个 基数 为 @, 的 子 集 4 = 
{i。:0<@,}， 都 存在 一 个 严格 递增 函数 110->@ 能 使 ， 
对 每 一 1。€ A, PRINS CR)t.- CFCO£2: Eo) flc. 
证 明 (1) 对 于 4， 依 引 理 4 取 定 一 族 适 合 (a) 及 (5) 的 
E 3 f^:o-—0,(a« 9), 
X] paco, $ PF.-owrange(f?) (其 中 range (f*) 为 
FHER, D. 
现在 定义 一 个 偏 序 集 (P,EONT, A 
P-(ON,Ko: 入 为 0 的 有 限 子 集 ，K 为 @, 的 有 限 子 集 }， 
P (hid FE cT AM E 
N'CN,3tH 
IDEA) KEK AE 
(NNN N LJ F.- 9. 
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CMER IESE P Lp X. 
(2) 现在 证 P, S<) WACC. | 
任 取 忆 的 不 可 数 子 集 怠 ， 则 & 中 必 会 有 第 1 分 量 相 同 的 两 个 不 
同 元 <N , Ko RON ,下 5 因 易 见 已 中 元 素 的 第 1 分 量 只 有 可 数 儿 种 
取 法 ,) ,. 俱 显 见 P 中 的 元 <N ,天 UK') 适 合 
ON,K UK »SON,RKDJEHON,KU KP xCON, K^, 
所 以 CN ,KK 与 <N ,KK'> 在 P 中 相 容 ， 从 而 8 不 是 P 中 的 反 链 ， 
(3) 对 每 个 x 二 @， 令 
D,-(ON,K»CP:|N|»n), 
对 每 个 ws<o， 令 
E,-iON,K»c P:ac K} 
Be A={Dain<o} UCE :a0,), 
MEEA P n — 939 T 45. 
(3:1) [EXENGE— Ano, 证 D, 在 P 中 稠密 ， 
任 取 <N , KO CP, 
对 每 一 *E KG), J AFRA, PA renget f") H 
HRR., KAH UES SWE (a)， 故 由 下 为 有 限 集 易 知 


ae CI) 
55, ILACT GAL. IT. 
QN )F,- ae Pam ju (I) 


MHEAN., DF MAT EIRON U F, 中 一 些 元 ， 可 得 一 有 限 
fN'2N(GIN'I»2(Q1 CIO , COD. 知 此 可 能 ,)。 从 而 有 
CN', KED. (下) 
并 且 ， 由 入 ' 的 作法 可 知 
EM I Y =9, 
再 由 NEN' 即 知 在 P 中 有 C7 
(N’,K><<N,K), CW) 
H OD , (QV) RCN, KOE AER DEP HRY Se 
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(3-2) 任意 取 定 一 个 <<%,， 证 ,在 P 中 稠密 ， 

任 取 <N.K>EP. &K'=KU{e}, WA WON,K'»cCE,3 
BAN, KON, K), FUE FP PAS, 

C40 BH FlAl-2e, WAMA WA, FH PH TH 
子 意 ， 它 与 人 中 每 个 元 的 交集 都 不 空 ， 

A F=U{N: N, EQ}. 
TiBUWEB] F AEE. 

(4*1) WEF HON ERTE. 

HAm, ADEA, WÈEDa NGA. RIN, K> 在 此 
ART, HCN, KOE D,A|N|>m, HN, KDE QWNGSE I 
UIF: >m, Pim RERI AERE, 

(4,2) WE, Xpjg—a-co, FOF mf. 

XP[£fge-o, m EE AMENO., 设 N,K» tc I 3E 
集中 ， 

XHEBRICN'. K'^€Q, WORT IERA fe TEON" , RE'O EQ 
fi ti 
ON". KON DOHAIN", K OSN, K^», 

Kid? NON "及 
("NND 01 J Faze, (Y) 
XHoN,K»cE, xac K, MWh (V) 有 
(N"N ND PF. o, 
FLW NON A 
(N'\ ND n F. = 由 (X) 
H CV) 可 得 
FO F,= U{N'<N', KEQINF EN., 
(ANDAR, MEAFAR GS. 
C5) 由 GD Al, FOUR FB 4 6 增 序列 ， 
F = {mR <n, ny}, 
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Hi JG RT i 3, — ^ PE Fit od PE IR ZI f 107-0973; 
fik)yzn,, (k<o), 
由 (4:2) 可 知 ， 对 每 个 4 二 w,， 具 有 有 限 个 (在 下 .中 .再 
d Pig ATA, ERI ROAR ACA) ob, Jk foo) 
AA Trange(f*). NEAFC): kco d Eye x ( 见 引 
ED, MUR 
PRAT PRS SP, (fk) kco S Go:k-Co)mr- E HA, 
Fe Hi fA SBA) (38) 就 可 得 到 ， 
Apfj—a-e, FRR F(R), CfO)UI bo pst. 
xx t. wie s mmi. 证 毕 
定理 6 在 MA(@,) 之 下 ， 对 于 8B 的 任 一 基数 为 @ 的 子 集 4， 
命题 (PA) PERI. 
证 明 记 4 为 {tsa<oj， 并 依 引 但 5 选取 一 个 严格 递增 函数 
f:o-0, ERSEL—-F ERRNO, 
a,=f(k+1)-f(k), (ko), 
JXUfEWEB], (a,:k opu (Px) 的 前 提 ， 
XHERI( CA, E 
e(21ia,t,) = e(2zif (E - 1)t,)*e( - 2zi f (E) t.) 
又 由 引 理 5 知 ， 序 列 
{f k)i- CHR) I 30) 
收 人 钱 于 一 极限 值 s。 。 再 注意 到 函数 e(z) 的 周期 性 ， 即 知 ， 
e(2zia,t,)--e(2zis,)*e( — 2zis,) = 1, (k=), 
HE aag (Pa) F5 Bii de. 
fBia.Ck- oO) Hb AEM, Pas (PA) 的 结论 ， 
BLL, “rat (PA) 不 成 立 ， 证 毕 
XAHERIBCACR, WH (PA) 不 成 立 ， 显 见 (Pp) 也 不 成 
Ar. Med LER TT 
惟 论 7 EMA) F, XT RIEIE EAR Bio, Ny -7 
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A, 命题 (Pa) 都 不 成 立 ， 


§3 ”两 个 独立 性 结果 


由 定理 1 及 定理 6， 我 们 立刻 得 到 下 列 结果 。 

定理 8 下 列 命题 
aD 存在 4 三 使 | 4|=@ 且 (Pad) RY. 
是 独立 于 ZFC 的 ，。 

证 明 (1) 在 MA(@,) 之 下 ， 出 定理 6 知 (CD WH. 

(2) 在 CH 之 下 ， 有 [|=@%， 故 由 定理 1 知 (OD AR, 

证 毕 

另外 ， 由 1 的 内 容 玉 定理 6 及 公理 集合 论 的 知识 又 可 知道 ， 
也 存在 很 多 具体 的 4 三 尽 ， 其 相应 的 命题 (PA) 是 独 立 于 ZFC 的 ， 
举例 如 下 ， 

定理 9 SKOCR HLA HAR (constructible) 3z 数 所 组 成 
的 集合 ， 则 CPx) 是 独立 于 ZFC 的 ， 

HACKED 下 的 定义 不 在 此 介绍 ， 可 参看 各 种 公有 到 集合 
论 专 书 。 

(1) TEV- LZ F, §K=R, RAEI (Pr) AA, 

(2) EMACQ)I ZF, WUE W|K|=0,, W h E EH, 
(Px) 为 假 。 | 


参考 x Mm 


[12 T,Tugué «nd H,Nomoto, Lecture Notes in Math,, 
V0l1,891,307-321,Springer-Verlag,1981, 
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第 九 章 ”Pelczynski 猜 想 的 独立 性 


Pelczynski 狂 想 是 一 个 关于 Banach 空 间 的 猜想. 为 了 介绍 它 ， 
EPR HRS Mids. 

HQH-HA, DAH ETERNAN- 36, HA 
' 之 上 一 个 正 测 诬 ， 

BL! (a, E, O (或 简 记 为 L1(4)) wa 上 适合 

ifl - flf [de< 

的 实 值 &- 可 测 函 数 的 全 体 等 价 类 所 构成 的 Banach 空 间 。 

HL" (Qa, E.M) (或 简 记 为 L*(4)) Wa EK r-a A 
A-ess。 有 界 图 数 的 全 体 等 价 类 对 于 范 数 

| f le =#-ess, sup |f C2)| 

所 构成 的 Banach 空 间 . m 

fr, FNL? (0, DB, O SA FL üoo,xXnD"€ 
HEZA CHESS) L (o, 8)*, 

HIK-a. ka={0, 1)!, RHEA of HkBorel F 
集 所 构成 的 c- 代 数 ， 并 取 / 为 〈 紧 致 可 换 ) 拓扑 群 t0 1)! ER 
(唯一 的 ) Haar 概 率 GER) 测度。 这 时 ， 我 们 特别 把 Li ( 8， 
DRL” (0,293,0 A EiAL(0, 1)! &L"(0,1)'. 

urA-RA, 

Ch Tee eee 

= lf fay «oo 

的 实 值 函数 所 构成 的 Banach 空 间 〈 以 |f(z)| 为 范 数 ) ,车 |T| = 
a, RAUL (T) MGEAR 

AUC(P ial E-9 Soa A FF T NAE 
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If 1. = sup [f Co 
所 构成 的 Banach 空 间 ， 改 iP) ie, AR ue ICD) 收 记 为 人 "(4) 
或 13。 

1968 年 ，A .Pelezynski 直 [1 中 证 明了 下 列 事实 ， 

SE Bey EREA, XOy-Eanechszjj]. dm JR OCC BB 
HEX XH, WL, 1)"8É DB] HR A XP. CX" Dg X Sp] 
偶 空 间 .) . 

他 猜想 这 个 定理 的 道 命题 也 成 立 ， 江 证 明了 a=@ 的 情况 ， 
1978 年 ,R,Haydon 在 承认 连续 统 假设 CH 的 前 提 下 构 作 了 一 个 & = 
时 的 反例 ( 见 [2D 或 以 下 $4,)。1982 年 ，S,Argyros 在 [3 
中 证 明 ， 当 >@ 周 ，Pelczynski 猜 想 成 立 。 他 并 且 证 明 ， 吉 果 承 
AMA), WNjSe so WPI se ( 见 以 下 定理 6 .) 。 

这 样 ， 就 证 明了 当 = 时 Peicezynski 篆 想 的 独立 性 也 就 
是 ， TAG E 
(Pz)  dEXC--Danachs:f8),wnELi(0, 1)"iBB JE] Hg RAK" 

iB, PM BT TRAX, 


是 相对 独立 于 ZFC 的 。 术 章 殷 所 5 4 2 对 此 作 一 介绍 ， 


$1 预备 知识 C 


引 理 1 B(T Eco) ARAR., WHO, 的 不 可 数 子 

集 4 及 一 有 限 集 5 (可 以 为 空 集 ) 能 使 ， 
SHERE, NEAZE=NG, MAS; NS,=8, 

证 明暗 去 CARCOlp.2255]7822.624(6)p,4957 281,5), 

证 天 发 一 Bapnach 空 间 ， 其 范 数 为 上。 以 &Sx 记 玉 中 的 单位 球 ， 
即 Sysíiz€ X, [s|x 1). 
CLAP Y WAP PEU, ATH S Bid ASCXI, ) 

EX BX A—Banach3 fh], A* HANG 空 间 。 称 由 下 的 
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Hijh(eX* ESM wtb X* Lb d BH * de d CHI. XE X" nj 
EMERI (Fico) Ef. ARAH- Wrex xU 
(Gr)-fGDB, fc-Ó.2). 

8j382 设 开 为 一 Banach 空 间 . WA PSCA ** 285] x 拓扑 而 
nh». SCXMESUX** PRR, 

证 明 可 参看 [7] 第 424 一 425 页 。 

eM rA- RA. SRC HFS 


l, r= Vs 
0, 4a? 


ABBOT WABI, WPAN ERB. 

EX BRAH- Banach], {s YEr AXATE. 如 果 
ARAT, UCT) X fe fl 

对 每 一 ?PEIT， 都 有 ?7(ev ) = zv。 

《其 中 ey 见 上 一 定义 ) 。 则 称 {zy:yETl (在 瑟 中 ) 等 价 于 PCT) 
的 常用 基底 〈 广 意 了 未必 是 满 射 。) . 

定义 ” 设 &3 为 一 集 人 台 ，{(4， 了 iiE 人 为 8 的 一 族 子 集 序 偶 
CH: Ay BSS) 。 如 果 对 7 的 任何 两 个 不 相交 的 有 限 子 集 
和 ，@〈 可 以 为 空 集 ) 都 有 

(ADNA 18039. 

则 称 序 偶 族 {( As, Bue D eis. 

51323 SHREE. X8j—6-e, fet:S>RH—MH(R 
为 实数 域 ) ， 设 存在 正 实 数 开 适合 

对 每 一 &<@,, fel. "Sup If GOL) M, 
并 设 存 在 实数 ?及 6 二 0 能 使 序 偶 族 {(4。， B,):5«o Nh rd, 
其 中 

A, zfi'(Y +ô, o), Bi sf;!'(-o0, Y), (E<a,) 

出 对 任何 实数 "Ug Cy SALW Ee, << «E. e, 都 有 


B= {ey;YET}, 其 中 ey(z) ={ 
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-$ X qe «I Xefjb «M ol。 
Mii, (fio) GEU CS). 等 价 于 1(ol) 的 常用 基底 ， 
证 明 $ 
P-(kipekzmn, a,>0}, N- (bi kn, 0,90]. 
H{(A:, B,):5—o, Ay PR vr TE RT ATE 
rc (lar, NCTA Be, Js 
及 yE (A NCE Be, ) 。 
RA P li (Y+O)< Daf, (x), 
2. [e] C- 2x 2 al - fe #7)=- PLE ,UDI 
及 2 AKETE Bakes 
> jesl -Y »«(GCaX€fi, (z))- made, (z) “| 
从 而 有 
cS [2| A< X a f. (2) - X auf oL QD 
= LX afa, (2 十 ef 


«2| Safe, | «2a TAR 证 毕 


定义 WARMER ERX = 11 X, Eft HJE 
I, Vx jid IX m X, 上 的 自然 射影， 如 果 存在 TX Eit dt i 
数 g 能 使 1 = gong, 出 称 / im Z 

EX 设 了 为 一 集合 ，4S 工 。 

Lxa: (0, 1 1} 
记 上 自然 射影 。 当 4 为 1 元 集 { i } 时 也 把 xs 简 记 为 t， 

BPa, COL (0, 1)^--ZK0, 1)! 
id L'(0, 11 上 由 x 导出 的 线性 算 子 ， FIP Cf) = fota 

ELE, L"(0, 1)*—L"(0, 1}4 
PA RF (为 减少 下 标 层次 ， 以 下 有 时 把 B83 改 记 为 B 
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Eco, Ali). 

234 设 了 为 一 非 空 集 ，8 为 了 的 有 限 子 集 。 令 

Ps: (0, 1)^-—0, 1j 
为 psg(z) = Male) QUSAUSRORIE A p, 71.) JU 有 TJ i T 
BukY. 6€— 

(1) (25; SSI, SAMIMRHEAAEL (0, 1) 中 稠密 ， 

(2) BIAARR, fcL'(o, 1)', W 

f = È %sPs. 

其 中 as = [ftps 〈 对 {0，1} 上 的 Haar 测 度 积 分 ) 

(3) AFEL (0, 1)! BOB T AM RS RN, SHIMARTE 
HSN, Mj 

Sf+Ps=0, 
(4) @fEL(0, 1} KIT AER IRN,, KSI, W 
ERC) = Exny (Ff). 

(5) (Manr <o AIN—-AWARWARFTR, WEL” 

(0, 1) pe 
pu 7-0 CEDE. 
WA (1), (2) BH, 
iE C3) : Hi C S'NN,, JiliyFubinijg iU 
[frpa= ff Ps icit Pai m ff Paint Pos 

再 由 py 20818 C3) WAH. 

(4)、(5) 由 (人 1) 及 (3) 易 得 证 毕 


$2 在 MA(ol ) 下 对 猜想 Pz 的 证 明 


定理 5 EMAZ F, {fico SLO, 1)^:1, 3€ 
设 存 在 正 实数 一 及 6 能 使 ， 
(a) 对 每 一 5<o,, lf.l.z M, FB 
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(b) XHiBE-nn-o, Ife- fha. 
则 存在 @; 的 不 可 数 子 集 4 能 使 {f::EE€ 4} GEL"(0, 1)? ipo 等 
价 于 Zou) 的 常用 基底 ， 

证 明 (1) 对 每 个 8<%,， 任 意 取 定 一 个 f; 所 依赖 的 可 数 
B RN, 

(1.1》 先 证 明 , 存 在 @, 的 不 可 数 子 集 4, = (io nca) Ro 
一 族 有 限 子 集 (11:&€ A) = {7:1<@1} 能 使 下 列 (I) 及 (I) 
RE. 

CIO HECA, Alfep, 0. O, MASAD 

CI) 对 每 一 5E A, LFM. HoBM.,- U N: 


COA, Cet 
(1.2) 我 们 用 超 限 归纳 论证 。 设 5 一 ol， 并 设 已 定义 了 适合 
:< 及 {7T mc). 
= UIN, MMTS, L0, 1)” 7m4. PE h M 说 的 
rau a 
j>sup{i :1<E}, 
并 存在 @, 的 有 限 子 集 J 全 Wj 能 使 
fF;p,*03FH.J 9c M, 
XJ, JAIE i EIL 即 可 。 
(2) 由 引 理 1 可知， 存在 4, 的 不 可 数 子 RA BoA 
子 集 了 能 使 
对 -- 切 5E，TE A,ZEx E, MAINT, =f, 
易 见 ， 对 每 一 EE AL, INI X6, 
UTIs oh Ha. = g 时 可 类 似 地 讨论 , 且 更 简单 。) 
C3) WE? ,的 定义 可 知 
ET GF PI =S fip 0. 
又 由 引 理 4 的 《3 WA, BR EF, G ORAFI ;全集 。 所 以 ， 
对 每 一 5E 4,， 存 在 e: E {0，1} 及 有 理 数 7;:，6: (其 中 6; >) 
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能 使 
ízcíe;)xí(0,1)!/:"! CET CF (D «Poe, 
H (zc (e) x(0,1)/ 6? TE? XE): 0} 二 9, 

由 此 易 知 ， 存 在 4, 的 不 可 数 了 于 集 4, 及 e E10， 1)! AHA 
'Y, ð (00) 能 使 

对 每 一 EE 4:， 都 有 es = e，? =?，ge =Ò, 

CA) 对 于 4 的 每 一 有 限 子 集 尺 ， 令 A(F)= Or. 

如 果 对 每 一 上 四 ， 都 存在 {0，1}45 的 非 空子 Rr, AM 
使 下 列 性 质 Ca) € CdO mor, WHPRRA Cx), 

Ca) Ds, ARM TI. GE. 二 者 的 特征 函数 依赖 于 
de 
Cb) zx,(T;)zx;(A (6e, 

(c) Yser kt, Bin (Fe GTI 
(d) rE A.M, Ep f E) - 6, 
C—H, DP, A HSFRR, DENTRO: r Arp ) 

(50 现在 定义 一 个 偏 序 集 (P, <) MF: 

P=(FiF YAW aRPTRAA AYER (9) h 
MEF, FEP, HRF, DFM, AFF, (注意 PR 
空 ， 因 易 见 4, 的 每 一 单元 子 集 都 在 P 中 。) 

EFIE: WFE (P, <) 适合 可 数 反 链条 件 e,e,e.， 

(6) 任 取 PP 的 不 可 数 子 集 @ = {了 。:0<<w,}， 以 下 将 证 明 它 
不 是 忆 的 反 链 ， 

由 引 理 1 可 知 ， 存 在 @, 的 不 可 数 子 集 及 @, 的 一 个 有 限 子 集 
不 能 使 

Xf, terZoxst#, SUHF.OF.-F. 
以 下 讨论 丈 坪 g 的 情况 。 (F = 8 时 可 类 似 地 讨论 。 且 更 简单 ，) 

(7) > a En (如 前 ) , Ne= LNe 
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JF A,=A(F,)= LJ Ie, Noc Ne,= U Ne, 


"EF, I: 


dB OCIO 中 7 的 取 法 可 知 ， 当 ET 时 有 4。SEAN。， 
通过 归纳 论证 易 知 ， 存 在 I 的 不 可 数 子 集 TT, 及 自然 数 v 能 使 , 
当 g ET, 时 ，|A,| =v, Ne(1 A, = ACF), 
JÉH — Xo, «cT, Ho<th, NNA, SAC), 
现在 选取 co ET 使 4= (o €T, oco, HME, 
Big bia RSH AB] CAD 可知, noc A BECF., 
则 有 
Eloo, ALF,UPF,OXGÉ 2 - Eloo, AF UF OAN N fa) 
= Eloo, ACF.) Nel fa)= Flo, AF. DX fe). 
《 8) 现在 证 明 , 对 每 一 2 二 0, 存 在 一 有 限 集 1(e) 忆 A 能 使 ， 
Xia EANT(E),， £C ACPO, FA 
IECoo, ACF, UF. DNF) Flo. ACK, Uf lo 6, 
这 是 因为 ， 由 引 理 4 的 (20 , RNA 
Ecco, ACF UFa Xf 02 X(aypo: MAF, UF m i m 
Fittay={[fepy, WR 
Eloo, ACF,,)Ufe)= E {aup MCACF,,)}, 
SM =2 -27, 则 由 引 理 4 的 《5) 可 知 存在 一 有 MEIE 
= ARE (d 
HOECANT(e), C ACF,,), McCA(F,UF,OBI, A 


epul = laul Rr. 


从 而 有 IEC, ACFLUF,,)f2)-Eloo, AF DNF O 
=|>{aupuy: ME AC(CF, UFa), M 9c ACP ,,) 1. 
SRi tu t*MOACP,UP,,), MEACP,,)}<e, 
(9) 4e,,=min{e,:£€ A(F,,)}. 

其 中 ás ilee (Si Oia 
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y- max(E(co, P,QC(f 00D. 
vers 


He Doe, LEs UFER, 0EAN), 则 fF。UF,,E 
P, 
(10) Hi (72 中 最 后 的 等 式 及 (8) WA: 
MEC ACP BI, A 
|ECoo, ACF UFD) EC, ACF,OCF 0l c5, 
(I) 
并 且 48C ACF IN, A 
Etoo, A(F,UF,DXXf e ECco, ACP,)XCf 9). 
(I) 

AOC) WA, 

MECACP ON, A 

re, f= TE F UF.) ACE, Fm ACE FLU Fs), 

(Hprcé,F.3, 代表 Te p, . FA.) 

iH CIO 及 8 的 取 法 可 知 ; 

MEEA a 时 ， 有 
ICE, Fag J=TCE, FUP), ALE, F el ACE, RUF a 
Bi El ER P iE CU N, 

EI P.C P. 

MU, (C6) 中 所 述 在 P 中 任 取 的 不 可 数 子 集 @ 中 & — 
AH 4 AN CRP RP. (020) ， 从 而 @ 不 是 反 链 ， 出 
此 即 知 偏 序 集 (P, <) 适合 ccsc。， 

aD H (P, x) Ac.. RMA, AME HH, 存在 
4s 的 不 可 数 子 集 4， 它 的 每 一 有 限 子 集 都 在 局 中 。， 

WE, Mifeóc 4} 应 用 引 理 3 (注意 P 的 定义 ) ， 就 可 看 
He 1/6864) (在 L”{0,1}": 中 ) 等 价 于 Li(@,) 的 常用 基底 ， 

证 毕 


A. 


定理 6 EMAD F, ibXJ--Banach7s[B, 如果 LM0，: 
D^ ikA X*r p, WE PERM RAX HB, 

WA (1) dET:iL(0,0))":— X* 
为 一 同 构 嵌 入 。 则 对 颂 算 子 

T*: X**—L*(0,1)*: 
是 到 上 的 。 故 由 开 观 射 定 理 可 知 ， 存 站 二 0 能 使 ， 
SCL?(0,1) 17€ T*(kSC X**5), 

Xh 2 4l, SCXIZESCA** I) sk 55 x PH, ATLL 
T*(ESCXD)TESCL"(0,1) 127p J& 83 sk 稠密 的 ， 

(2) 现在 证 明 ， FFFEL @:E<o,} CRS y Ul, ELSE, 
能 使 ， 


XMg—&«o,, [T*(z, yr, dU >, 


并 且 = FE<E<o,, WITE) x,, du - 0, 
其 中 上 为 {0,1} :上 的 Haar 测 HZ, mia: {0,1} (0, 199g 向 第 
个 坐标 的 射影 (no). 
我 们 归纳 地 证 明 。 设 5 过。@,， 并 设 对 于 谱 £<E 已 经 有 了 适合 
RIENT Ru, 
HX, BMA 
(no, ZETEE E [| T* r)a duse 0)] <o,, 
PH, FE <o pet: 
Xj —UW5-6, WAT C er, dn - 0, 
XH T*OSCX DIESCL"(0,1) 127 i39 x 稠密 性 可 知 ， 存 在 
zc CkSCX IPB, 
JT*(ae)n,, du >, 
C3) B C2) nit, XHEDBNS- Co, MA 
228 


| 1 
IT*(z,) - T*(G lm (Tee) (ey) - TfGOGGS | = 7. 


PLS] Hj ge 38 5 而 得 @, 的 一 个 不 可 数 子 集 4 能 ELT * (rg) EE A} 
Aer UC IBI ALE. BERUCO AI SRA HE DR BERTA EC 
A} Ug VET UCo, B E AA SENS, 证 毕 


$3. 预备 知识 (=) 


HM ” 设 下 为 一 紧 致 Hausdorff 拓 扑 空 间 。 以 C( 玉 ) 记 下 上 全 
体 实 值 连续 函数 了 以 sup|7(z)| 为 范 数 记 构 成 的 Banach 空 间 ， ELM 
CK) K EA B 限 实 值 正 规 (regular) Borel 测 HEB DIJ = j| 
CK) (其 中 站 ARETE) 为 范 数 记 构 成 的 Banach 空 间 ， 

引 理 7 CC 下 ) 的 对 个 空间 CCK)* 等 度 同 构 PME. G8 
RY E f T, MCK) DaT ECCLE)", H pTi) (f) = 
[fan) , 

证 明 可 参看 [7] 第 265 页 定理 3 。 

定义 iMAC M(K),， 令 

supz(4) = {1E K MEP n JT SEU UR A(U ) 0), 
称 为 4 的 支撑 。 当 supp(4) = Kitt, PAK LPR IEE. 

TEX HHHK LSE MRE. W 据 Radon-Nikodym 定 M, 
我 们 可 以 把 Li(4) 等 同 于 对 (下 ) 中 一 切 对 于 绝对 连 续 的 测度 4 所 
构成 的 于 Banach 空 间 . 此 时 ,Zi(4) 中 与 4 对 应 的 元 素 X%， 也 即 适 合 

XI K h fi —BoreUf- 35A MA ACA) = [ahdu 
4. HOSAXPTHBJRadon-Nikodym 385, it4Eh = dA du, 

EM DK, LO EERHausdorfffndbhzsl]], f:K>L 为 一 连 
Sd. ME MK), Vf.aoi MCL) in rg nmm, 

(Q«G)(B)su(f-GB)), (BCL, B*Borel #) , 

5/728 K, Tu, HO ser ARE E IB] 天 :的 一 个 
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” 反 向 系统 ， 具 有 连续 且 人 到 上 的 连接 映射 xy: KKG, JED, 
iJ), HABA He) -m> j), Hp ee, 为 Kt 上 的 要 
率 IE JW Borel 测度 、 令 下 为 此 系统 的 反问 极限 ， 则 在 上 存在 
概率 正规 测度 4 能 适合 fin(48)= Ki (对 每 一 iE1) s, H Pme kK 
K OS BASE. 

证 明 可 参看 [8] 第 191 页 定理 4.4.3， 

. 定义 RK, LARA Hausdorff, fH 由 下 到 石上 
的 连续 函数 。 如 果 对 五 的 每 个 真 闭 子 集 尺 〈 即 闭 F EFK), 
都 有 1(F) 三 LK， 则 称 f 为 不 可 约 的 . 

引 理 9 ” 设 太 为 一 紧 致 座 量 空间 ， 上 为 扩 上 一 个 正规 Borel 概 率 
WE, LI- RAMIEN, f KLH -到 上 的 连续 函数 ， 能 使 
X Ry € Liv f Q0(y) 20.384 1g --e 汪 0 都 存 在 及 的 一 个 
AFM übt CM )21-6,9| MOX — ™ EMIS, PEAS MH 
一 不 可 约 函 数 ， 

证 明 (1) 任意 给 定 2 盖 0。 在 天 中 选 开 集 的 一 组 可 数 基 
{Bs,:n 过 @}。 我 们 以 下 归纳 地 定义 两 个 序列 村,，U,(1 志 nn 过 @) 使 
适合 ， ! 

(a) MLAKWATE, 
Cb) ,为 下 的 开 子 集 ， 
(c) M,-supp(), 
Cd) M.N B,2eó, Wi 


(MaN BAN f 1(U,))90, 
并 且 MIU I<, 
tH &Cf-*(U ,))<min{ a My BNF- NU pike |, 


n, MiN Bye), 


230 


并 且 M,.,=supp(#|(M,0 Bn) UCM NFU ,))). 
(2) EM, BRE, BUSEY MMant TF: 
(2.1) 4 M, B,- ol], $ 
U,-ó, M... M,, 
(2,2) HM, N Bont: 任意 取 定 一 个 x,€ M.O B. Ht 
Bui f.aD(fir,0) 20, HWE. (OR EMERE LPAI 
FAU EEF) EUn IFA 


BÉ) m, 
并 且 BFU a ))<min{ +; CMON BO f (QU, c 


n, MiN B, sl, 


If B. ACM D BO f U,)) 90, 
H&M ane = suppl (M NED UMa NJU a). 
归纳 定义 至 此 完成 ， 易 见 (a) 至 (D 都 适合 
(3) SM= [1 Ma. 
BIAAMIEKISBE ES, Wih, XH n 都 有 


l 1 
cs +) 


TUN uC M)z1-e, 
刃 外 ， 注 意 有 下 列 性 质 ， 若 1 过 8<a<o， 则 
HOM, Baf\ f (0,5) 


>(1- (i5 SC. seri) aM NBN f-«U,)) 


1 
2(—- 3 37 WCM, N BN f Q4). (i) 


(4) 令 了 为 下 中 任 一 个 适合 HnTY<9 的 开 集 ， 则 存在 4 一 
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o {ili 
B,cVHMn B.x4, 
FEM, Bid, AMAM. Ukim (d) 有 
BCM NBN f (0,))0, 
XH GO WA, in ena . 


nM,N BN fU, »(A + Ge HON Bin FMD). 


故 知  MMNBN f- UDSM, N BiN fU 20 


(ii) 
由 Gi) Aap Ae MNV)>o, Prue) 对 为 严格 正 测度 
由 GD 式 叉 可知 1 和 HN Bin Uso, Mi 
F(MNVISFCM), 
Bro f | MIAN WE 4 证 毕 


$4 在 CH 下 构 作 Pz 的 反例 


以 下 将 利用 CH 构 作 一 个 拓扑 空间 K (Kunen-Haydon-Talag- 
randy fi) ， 并 指出 : LHO, 1)":BB f] EJ HE XC (及 )* 中 ,但 
UCo  NBÉ ISBN C CK), 这样, 在 CH 之 下 ,C(K) 就 是 Pelc- 
zynskih 18 Ea =o, f — 1 Iz PN, 

拓扑 空间 下 除了 以 上 的 作用 外 ， 还 能 充当 一 些 其 他 有 关 Ban- 
ach 空 间 的 猜想 的 反例 (例如 Hagler-Stegall 猜 想 ， 它 也 Horn 
ZFC 的 ， 不 在 此 介绍 .). 读 者 可 参看 C4] 第 1086-1087 Xi] rZ 
及 所 引 诸 文献 ， 

拓扑 室 间 天 的 定义 

(I) 对 每 一 序数 a<<@,， 令 
A.={0, 1, -1}°x{0}*"~* (ES{0, 1, -1)*0, 
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UPa: (0, 1, 1) >A PAR. 

HUg—4-1-1H8] EI BET 0,> 0, x o, [835 

dir(a)-(B, YO) , MESE, ; 

( 易 知 7 存在 。) 

XHMEB[a, B, mZig§to<a<o,, B<o,, m<o#, RY 
B X Ka, Bes Gaps Dans fas Hams Cams Bay C.,D., M,, 
NET YT BRE 

(Aol) K BAMA R, 

(A*2) 有 是 及 。 上 的 Borel 正 规 概率 测 度 ， 

(A*3) HBa, K CK ,, Ko Po(K.), Ba Polha), 

(A+4) ac Kif, M, iz) 20, 

(B*1) {G.u :B—o, EK, — Bore h- ETE SII — 
个 良 序 ， 使 得 ， 

(B+2) Co 是 开 。 的 一 个 可 数 稠密 子 集 。 

(B*3) (D. 51B—0,)JE K rp 8 Ae. (Des) >On TE 
族 的 -一 个 良 序 . 

(CD). BEEK WAR. 

(C+2) P,(B,)00,,20, (对 任何 o<?<a, óxa) , 


(03) I (B. 1- -二 ， 其 中 z 是 适合 x+1= 4+a (4 为 


极限 序数 ,2 一 @o) 的 唯一 正 整数 ， 
(C*4) ho1B, 为 严格 正 测 度 ， 
(C*5) PAB, EPT 2. 
(D+1) f,-dP,.(,| B,)/dn, € L'R), 
(D+2) H — m<, Han EPB O PHAR, 
(D+3) 对 每 一 而 之 @，F,| 占 ,nm 为 严格 正 测度 ， 


(D+4) 对 每 一 mn 之 w， 卫 ,| Hon, 
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(D*5) LH, STEP, (B.P jig. 
(D+6) 对 每 一 m<o，C。。 是 How 的 可 数 稠 窗子 集 . 
(D-7) xfEo<v<akm<o, P,(B.)NC m=, 
(2-1) B。 是 两 个 不 相交 的 闭 集 C。，D。 之 并 ， 
(E-2) 1,(D,) 50, D,cCP;'CD,, n Kas 
其 中 r(a) = (7，6)。 
(E-3) M,-((z|a, 1, 0, 0, -2:zCC,), 
N,-[((z|e, -1, 0, 0, --)s#€D,}, 
(F-1) K,=A,, 
(F+2) w= K, EAJRI (canonical) Haar jill /¥, 
(F+3) Ga=B+1, WK,=KeUMeUNg, 
(F+4) #a=68+1, B 


1 | 1 
B. =He|( Ka Bg) +— VelBet Vor( Hale )+ Port 


Ga D, ), 


FPP s:Cs>M ep Apa DaN gp 分 别 为 如 下 的 同 脏 映射 ， 


Pe(z) = Gr|B,1, 0, 0, =) 
Qs(r) 2 Gr]B, - 1, 0, 0, en) . 


(F-5) 著 o 为 适合 o<a<oi 的 极限 序数 ， 则 .为 KK。 在 


4。 中 的 闭 包 。 


在 型 


(Fee) eH FO <a <o, Hy RB 序 BL, We {he B<a}, 


KK.) PASS FRR, 
CH) 这 些 对 象 可 以 超 限 归 纳 地 定义 如 下 。 


AX Te-o, 由 (FD X (F2) WK, Re. 


Mocacob, d (F3) zx (F-6) 可 以 定义 下 。 及 有 (ih 


对 一 切 小 于 a 的 序数 8B 已 经 定义 了 有 关 的 诸 对 象 ) 
此 时 ， 易 见 (AD Æ (AD 都 适合 。 


Zoe 


再 利用 连续 统 假设 CH,， 由 (B-D 至 (B+3) 可 以 定义 诸 
Gop 及 Ds CR: 有 关 的 子 集 个 数 有 连续 统 个 ,由 C 吾 即 成 为 个 ， 
故 可 用 足 码 8 一 ao: 来 走 遍 .). 

现在 ， 选 到. 的 一 个 闭 子 集 B8。 使 适合 ， 

P(B) N Gu 2d, Sos?<a, sa, 
P. B1)NC,mn= h; 4o<v<a, m<a, 


| a 对 (C3) 中 的 nn。 


BaBa N PFD, cas D0: Mr(a)-(y, à), 
这 种 选择 是 可 能 的 ， 因 为 可 数 并 
LJ PIU LJ. PE 


Ha Bi) 


JL K ful Borel u 24 n, JE BoreliE SBCEUE, JH 
BaP CD, a, (1 Kad) >0, 

然后 ， 利 用 引 理 9， 可 以 找到 豆 : 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 C。， 
中 使 得: $ B,- C.U Das Wl (C*1 € (C: , (D7), 
(E+1) 及 (GE*2) 都 适合 ， 

注意 测度 Por(4。|B。) 对 于 FH 为 绝对 连续 (因为 事实 EP. 
(Hal B.) b, ) 4 f. (D*1) 中 的 Radon-Nikodym 导数 .然后 
就 不 难 定义 诸 吾 ,及 C amity (D+2) 至 (D-6), 

WR K ED ELMAN... 

诸 对 象 的 归纳 定义 至 此 完成 ， 

最 后 ， KA) Kk(0, 1, - 1)" RA t. 

CK ff) x X 5g) 

定理 10 在 C 甩 之 下 ， 设 及 为 上 述 定义 的 拓扑 空间 , 则 Lo, 
1) 186 I EJERACCKO h, [BU Co, ABBR ACCK)» m, 

这 个 定理 的 证 明 方 法 是 常规 的 ， 为 节约 篇 由 在 此 略 去 。 读者 
WAAC 4 ] 第 1092-1097 页 的 有 关 论 证 。 
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另外 ， 关 于 在 CC 英之 下 对 Pz 的 原始 反例 ， 可 以 参看 C 2), 


参 x5 x NH 

C1) A,Pelezynski, Studia Math,, 30(1968), 231-246, 

(2. R,Haydon, Isree! Jour, Math, , 7(1978), 142-152, 

C31 S, Argyros, Trans, Amer, Math, Soc,, 270(1982), 
193-216, 

C4) S,Negrepontis, in Handbook of Set-theoretic Topolo- 
£y, Vol,2, 1045-1142, North-Holland Publ,Co,, 
1984, 

(5) Th,Jech, Set Theory, Academic Press, 1978, 

C6] K,Kunen, Set Theory, North-Holland Publ,Co,, 
1980, 

(7) N,Dunford and J,T,Schwartz, Linear Operators, P- 
art 1, Interscience Publishers, 1952, 

[8] R, B, Ash, Real Analysis and Probability, Academic 
Press, 1972, 
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第 十 章 ”Kaplansky 问 题 的 独立 性 


Kaplansky 问 题 是 指 I.Kaplansky 于 1948 年 左右 在 一 次 讲演 中 
提出 的 一 个 关于 Banach 代 数 的 问题 ， 氢 述 如 下 , 

E) Kio NOR. WEXOS— KsKCHausdorffzs[R], CCX, A) 
记忆 上 一 切 复 值 连续 函数 记 构 成 的 〈 域 六 上 的 》 线性 结合 代数 ， 
以 | ,1x 记 C( K) EA Sci BP Lf Ix -sup(If Goo i2 € XJ. 
OER, B—-fECCX, KEX LAR, MU flee.) Kapla 
nsky fi], FOCA, K) EMS — RAS 价 于 一 BER! + | x? 

他 并 在 C1] 中 给 出 下 列 的 部 分 结果 ; 

EE Xy- Hausdorff, Iel ACX, KE M 
i£—$5X, WAalflea<i fil, FEC, Kk». 

(证 明 略 去 ， 见 [1] 或 [2 定理 1*2) 

据 此 ， 再 利用 开 上 映射 定理 S A, XEC(X,RO 上 存在 不 等 价 
范 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 C( 开 , 开 ) 上 存在 不 完备 的 范 数 。 从 
而 又 易 知 ，Kaplansky 问 题 等 价 于 下 列 形 式 ; 

设 闷 为 一 紧 致 Hausdor 人 tt 空间 ， 是 否 存 在 由 Banach 代 数 C( 工 ， 
A) GRU AERAR 3) CK ED 3X:—BanachfUXA 中 的 
不 连续 同 态 映射 ? 

对 于 这 一 问题 ，H,G.,Dales 利 J ,Esterle 于 1976 年 证 明了 在 连 
续 统 假设 (CH) 之 下 的 肯定 性 管 案 ( 见 以 下 定理 9) . mW.H, 
Wocdin 和 R.,Solovay 也 于 1976 年 利用 公理 集合 论 中 的 迭代 力 迫 方 ， 
法 证 明了 ;存在 ZFC + MA(w,) 的 模型 ， 在 其 中 Kaplansky 问 题 有 
35 定 的 答案 ( 见 以 下 定理 24) 。 这样， 就 证 明了 这 一 问题 相对 
于 ZFC 的 独立 性 ， 
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本 童 以 下 的 介绍 是 根据 527. 


$1 预备 知识 (一 ) 及 CH 下 的 肯定 答案 


UKREA, UREAN. RITES ERK RR ER 
性 结合 代数 ， 以 下 简称 为 代数 CHI HIEBI UA (RARE . 

设 4 为 一 复 代 数 。 一 个 由 4 到 下 (后 者 也 依 自然 方 RA 作 复 
代数 ) 上 的 非 零 同 态 映射 p 称 为 4 的 一 个 特征 标 (character) .以 
PABAN- ORLA RHR A, RHA RERSI, 

BEA Ay — TY PRR. WSR 4 的 理想 7 能 使 商 代数 有 ( 非 0 的 ) 
乘法 单位 元 ， 则 称 7 为 一 模 度 (modular) 理想 ，4 的 所 有 极 大 模 
度 理想 的 交 仍 是 4 的 理想 ， 称 为 4 的 (Jacobson) 根 ， 记 为 rad4 
如 果 4 没 有 极 大 模 度 理想 ， 则 令 rad4 = 4， 此 时 称 4 为 一 根 代 数 

CREE, 我们 所 说 的 根 代数 都 是 可 H 代数 ,) ,如 果 rad4 = 
10}， 则 称 代 数 4 汶 举 单纯 的 ， 

以 nil4 记 4 中 一 切 星 零 元 所 构成 的 集合 。 当 A 为 可 换 时 , nil4 
是 4 的 一 个 理想 〈 称 为 4 的 寡 零 根 ) ， 并 且 易 见 nil4Grad4. 

设 4 为 一 Banach 代 数 (其 范 数 -- 般 记 为 外 ,1) ， 并 设 pE 
24。 则 可 证 9 是 一 连续 函数 ,并 且 ‖ 9 中 1。 另外, 如果 4 是 一 个 
可 换 且 有 单位 元 的 Banach 代 数 ， 则 4 是 一 个 非 空 的 紧 致 空间 (对 
于 4 的 对 侦 空 间 的 相对 * 弱 拓 扑 而 言 ) 。 

设 革 为 一 拓扑 空间 。 以 C( 下 ,下 ) 记 下 上 一 切 复 值 连续 函数 所 ， 
成 的 集合 。 则 C( 政 ,到 ) 对 于 通常 的 函数 加 法 、 乘 法 及 数 冬 构 成 一 
个 复 代数 ， 以 常 函数 1 为 单位 元 。 类 似 地 ， 以 C( 开 ) 记 下 上 一 切 
实 值 连续 函数 所 成 的 实 代数 ， 

WX EAN ARR 数 f,， 令 |f|x=sup{|f(zy| 2€ X), 

XX y SC Hausdortf 2s jg] (AA JE Hausdorffa jä], [jJ 
FERRIERE) (CCX, K), |- |x) 是 一 个 可 换 的 有 单位 元 的 
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Banach 代 数 ， 

RfCCCOX,K), KG) f(z)(zEX) (其 中 f(z) 为 f(z) 
fst iS He) ,WICCOX, K) AHCC, KORR, MRA 
MFRS MeSH 〈 即 ， 若 FE 4 则 jE 4) ， 则 称 4 为 自 伴随 的 

(self-adjoiont), 

引 理 1 HARCA, K) H- -ARAARA A, HIE 
,4， 则 4 等 度 同 构 于 一 个 形 如 CC, 于) 的 Banach 代数 ， 其 中 了 为 
一 紧 致 空间 。 

证 明 咯 去 ， 见 [3] 

KRfcCOX,K), ZO = f- (0D, BOSTBIEAS. 

BIUCCOX, K) 的 理想 ， 令 

h(I)-niZIafysfen, 
BRAD EX PYAR, HTM Chul) , 

wFANX'PWAIE, $ 

I(F)={fEC(X, K kRZCD DF}, 
HS J(P)={fEc(x, KZODJAFBI-- 588), 
EB. ICF)RCCX, KWR, FAEH RAB 38.7 
(FEAR, JCOFO4BJECOX, KHE, 3E HLIELLP Jg RVR) 
ME, JEHJ(C(PFO)fgI(QF)mHS. 

Rre X, REI C2) fiiegAl. Ale) WizAM.. ¥ 
KW, (Mere X EHC, AOHSMRAB BPR, 

Ae RSC RC (XN, AAAF), JOP), Ja, M, 
记 相 应 的 集合 。 

以 N 记 正 整 数 集 。 以 1*( 玉 ) 记 一 切 有 界 复 值 无 限 序 列 (a,) 所 
成 的 集合 ， 并 令 |alw=sup{|ea|:n€EN}, (aS (a) EIK )). 
则 CCE)，14*1w) 是 一 个 有 单位 元 的 可 换 复 Banach 代 数 , 类 似 地 ， 
以 2* 记 一 切 有 界 实 值 无 限 序 列 依 相 应 的 范 数 1 .| wn 所 成 的 实 Banach 
代数 。 
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我 们 暂时 把 CCEK)，1*iw) 的 特征 标 空间 简 记 为 多 ， 

对 每 一 REN 及 a= lan) ELK), Enla) San, TE ES es. 
ILK) KRU CK AE, We, ED, 

3Hgj—ac^(K)R fj— 9€9, 4 a(9) = pa), Wl Ej 
@ .8 一 KK 为 一 连续 函数 , 即 4 ECD, K), 

利用 Gelfand-Naimark 定 理 (SAGD 可 以 证 明 下 询 事实 ， 

ci) BiBIn e, JEN Syene, HEEN ED nim 
象 集 是 稠密 的 ， 
cdi) Wifes a ERICK) BCD, K) E] HER] BRL BT. 

由 上 可 知 , DR BUB EN üStone-Cech'ERHEBN , 因而， 我 
(EHEC K)SRFC(BN, K). Blin, PERN, WEM EHE 
1*( 下 ) 的 一 个 极 大 理想 . 

类 似 地 ， 我 们 可 以 把 广 等 同 于 CCBN). 

ROSEN, Ux iioi eibi. BIL, cE BN 中 的 闭 包 5 = 
(»€BN:x,(p) 2-1). Kit a, imo, v)HE N 的 一 个 划分 

(partition), Wj(a, rELJEBN 的 一 个 划分 ， 并 且 5F，= 都 是 开 闭 

集 。 又 可 知 ， 对 于 ozSY 有 cnr=znz。 还 有 ， 对 每 个 PE RN， 
16:0SN，pE5} 是 了 在 BN 中 的 一 个 由 开 闭 集 组 成 的 邻 域 基 ,。 这 
一 邻 域 基 的 存在 ， 说 明 BN 是 一 个 完全 不 连通 (totally disconne- 
cted) = ij, 

Soh, MER (C632), MEP PECBN, Jp REIC) 
的 素 理想 。 

SUE e CK» — WESCE 0 的 复数 序列 所 成 的 集合 。 显 见 
cf 于) 是 CKA., 通过 以 上 的 等 同化 ， 可 知 e CK) pA 
同 于 CC(BN ,上 KK) 的 理想 1 (BN、N). 

FHL, Woot — VIA 0 的 实数 序列 所 成 的 集合 

我 们 以 es CK) — BRA ARAE 0 项 的 复数 无 限 序 列 所 ， 
REES. CEECEE, 
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Jiu, blew 记 一 切 具 含有 限 个 非 0 项 的 实数 无 限 序 询 所 
81382. VEA, BONO 3X E53) Banach 代数 ，6 为 一 个 由 
4 到 吾 中 的 司 态 映射 ,如 果 4 中 的 两 个 序列 (ee 与 (2 适合 ampn = 
0(m2cn;, WIFE LEFT HC EE 19 Cand x Claud Io. Cn € N). 
证 明 RAN 7, l en), 
C1) SNAG AL, WAL A 870,0) € NX 
Nikiana, DENES 
Cio G, Dnr, 7) AN xNW 到 N 中 的 单身 ,并且 
Cii) laum p l= ,(G,)D€6N x N) EP Uis = anions 
Vis = Dau. 
(2) & fi= X va/2', GEN), 
则 每 个 f,€ 4， 
对 每 个 iEN， 再 取 J Ci) € N flo Cf 5| 27*6, 36 
J = 之 Me ja)/ 2", 
Wg c A. B 
C3) 对 每 个 IE 入 ， 由 以 上 定义 及 题 设 有 
gfi- P» i vu/ 2 = 1,5452, 50/2' bae 
再 由 abo 可 得 
Im IE Ic0/21 ifia green, 
男 一 方面 ， 出 《2 ) 又 有 
CERI ES LCDI CLET] ESA gol. 
MPU EZR =, (AIC 为 任意 ， 此 显然 不 可 能 ， 
HA A-REZ, EX., UFA NAET 的 一 切 开 邻 域 所 
成 的 族 . BUAX HWM, &Ky=1(XN\U), 
OF HC (CX, K)F]—4> Banach fpei] sped, roy X 
中 一 点 。 如 果 对 每 个 UEN,，9| 玉 ,都 不 连续 ， 则 称 x 为 9 的 一 个 
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‘SRA, OM MAAR ARAM OMA A, 
wre X PHC X, KRA AM 5 —4- WY Banachi 
代数 的 根 中 的 非 零 同 态 映 射 称 为 一 个 在 x 处 的 根 同 态 . 
引 理 3 XA RAZA, rex, JANM D An 
换 Banach 代 数 4 中 的 非 零 同 态 映 射 。 则 : 6 Jy CHE c Ab PD TR. En] 
4524 HRI|J,-0, 
WEB (1) OAR, We(M,)Cradd, ERIE, 
则 存在 gE M.EkGÍs-ff,MAmoec6()0s08X00, BEDJG Cf) « 0, 
(2) RZ, dt0|J.-0,. 任 取 PE 中 4, 则 Po8E Dy, Uf(o0), 
从 而 (P08)1J:=0。 又 由 于 J ;在 了 ,中 稠密 ， 故 知 gog =0， 从 而 
6(M.)cker9, fi ble(M,)CradA, ie 
934 BX AAMAS, TEX, W: r 处 存在 根 同 态 
24 B HM EM. n RR EU S. 
WEBS WL, mI. QE: HGRA E MEX "BP “a> ont 
la> RIA “aomi 3k.) 
引 理 5 ” 设 吾 为 一 正则 《regular) Z0, FX WITH, 
MFT EF 及 Us EN: (ncN)fBi.menanmpU,QU, A 
WER 任 取 fF 中 二 点 + 三 y, 则 存在 UE Ns, 及 V E Ns, 售 z 4 六， 
y €UJFHUUV - X, BAATEUO F RV F 中 至 少 有 一 为 无 限 集 。 
WEA: FET CF R—F RW 8E fii v, tmi HW,nr Fy Jub sls. 
ARICA WLP, HEM: frigEs,cW.nF RIESE 
W fk ic. EFH OW. FRA, 
WEEE, Ac, EF 及 开 集 W (ne N) fi yc, CW, 
DW,-nP, z,€w,.3tHWi;n--nW,.n PFX3lsfs. 
fe la, 4 U, =X\Wi, U,= WiN Was Ua = (Wide A 
Wa- DN Was BPA, 证 毕 
引 理 6 ” 设 总 为 一 紧 致 空间 ，4 为 一 Banach fUr, e:C(X. 
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Kj) =A- zm, HOX, KB TEARS KEK Nd 
的 理想 。 
Ci) 如 果 617 不 连续 ， 则 对 每 一 aEN 都 存在 gnE1 iet 
| @¢g2 > n1gali. 
(ii) 如 果 617< 拓 0， 则 存在 7 € /能 使 9(g 0. 
证 明 (1) uECiO,. 假若 存 在 一 常数 能 使 
C ) DISE i Cg € D. 
HEFEI, BMF ARRA fi- fitil f- fa), EHAS, 
cIS AWA FKX)SCO, [flr (J=1,°°.4). Bb, BME 
Eig € 7 使 g; = f5,() =1,…,4). 再 由 (*) 可 得 上 0(f IS fale, 
( 71,772. Mit S19 Go AE | f 1x. 3x 5o JEAN BEA JB. 
Brel, PEE X kh ABE OR. MTC i Re Re, 
(2) 仿 上 可 证 明 《〈ii) m. 证 毕 

定理 7(Bade-Curtis) HXH Ex, OWN CCX, K) 
$j—^-Banachft Zr Arp ig] zs 85, FHOWAARH, WW, 

Ci) 当 且 只 当 0 为 连续 时 ， 妨 为 空 集 。 

(ii) FRAPPR. 
(iii) OPERA P={2,,-+,¢.}, MAEHE E ZR 
MUCC, K)-- ARE n PAPER VY, sVn CCX, K)-> ARE LE 
Q=W+V, +++ Vay 
HART v |M: dep er MRA CET 1,0), 

证 明 (1) 证 ( i), FORE, WOLF. 

KZ, RAR. WxpgTrcX, BEEULC M.A iH | 
Ky vee, Fe XR BBN A TE X A BA VA A 
MH—-UCV, O| Kp MER. HMA MOVES, 

(2) TEC). BaF ACR, WASH 5 知 存 在 一 个 无 限 
EPIT DSF RU EN: 能 使 Zoonz 为 空 集 (对 六 中 一 切 
MÆR), 
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rua md Fg XXg o ou, HEAREN, FESE 
^ Ky dB 
(BFR | 
”但 由 于 对 因 中 一 转 m 守 n 有 fnfs=0， 这 与 引 理 2 矛盾， 

(3) 为 证 (iii)， 先 证 明 ， 对 任何 z E 了 ， 存 在 UE NAE 
91(K Js) 为 连续 。 

很 六 不 然 ， 则 易 见 可 归纳 地 选取 Vi FF CNRS fos 
> Sse CS EG, Min CN, 
fnE Ky» fi(V4,,08(0) Gel, en), FFB 

lec Foo | fali. 

BED DASILIMCLIINESACEIE OH. 

(4) H C30 Amo|JCF)0g ER, BrELÉE TEE kb Be f 

lgcfolsklfix. SEJF). 

HFi=l e,n, WEN, EXE (WOW o BRS), 

CHEW TE). 并 取 ei€ Ky 使 适合 
ied x = 13 Hin 35 4833, Ee, =. 
4 RHCCX.Kyrm-—9p m r 89 8 f Brus. 
f-f(@)leJ,, Gal A. 

Wl 3 LB LOOX, KH- 998 ER, 

对 任何 JE 3 f- Y fisDe.C JO, M OWN 


le NS f - X fzdelet |È fGo8C)] 


<[(n+1k+ dco I fle. 
所 以 8 在 B 上 连续 ， 
(5) 令 4 为 9| 8B 到 C( 了 ,下 ) 上 的 连续 拓展 ，( 由 BB8 为 Or 五， 
K) 的 彻 密 子 代数 知 & 在 在 )， 并 令 V=0--k。 则 易 知 4:0C(X,K) 
Asi “PEL AAR, Fe Av| JCF) =0, 
(6) 任 取 EI(F) 及 EJ(F),， 则 
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CDI =OP) -uCfg) =F ECG), 
从 而 v Pug) = 0, 
由 于 4 为 连续 且 JLF) = JT(F)， 故 知 
wi foe(g)=0 (f,gEl(F)), 
WE, HEF y CLP RA 
v(fg)-8Cf)0Cg) - nCf)uCg) 
e (HC f)+ VC f)) (HC g) +t vCg)) - BC FEC gd 
=v(f)v(g), 
Biv | PAEA. 
(7) WEE Lv. V,1C(X,K)+AR, 
vif =vifed, GEC, EKE) i=1,--,2), 
JU £y Tg V 35g EE DR T. 
HF- leitete) CIF), Me C5) H v=, + 
Ya, Mit 
0-H-V, +e ty, 
(8) 再 证 每 个 Vv ,| 以 ;为 根 同 态 Gsl, en). 

FERS. GEM, ， 则 fe,，gesE1(FR)， 从 而 由 (6) 有 
vC(fe,)v(ge,) = vCfgel), 
XBei-e,cJP), BRH C5) Ay AI v(fgei) -v(fge,). Brel 

! vw Gov - wg, 
Fv,: M. AAR AH, 
HCI, , Whe,cJCF), Kit (5) 有 %(fe,) =0， 即 
viCf)=0, 所 以 wi| M. , 沟 根 同 态 。 证 毕 
定理 8 ik X Wy 紧 臻 空间， 如 果 存 在 由 0( 政 , 玉 ) 到 一 个 
Sanach 代 数 4 中 的 不 连续 同 态 映 射 ， 则 存在 一 个 pE BN\N, — 
个 根 Banach ft HDR — 4 3k F f) ds BR BS Oc, K)-> Die Ak 
J » 1 es ( K C ker(0), 
证 明 (1) RACCOCXGR0AJ& — ARE BR RE AS SE. 
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则 易 知 存在 一 无 限 序 列 (f, CCX, Ko, 其 中 每 个 |f,ix=1， 
TACE dro, | 

S&S BYC(X, KVP amid 及 f'n EN) 的 最 小 的 有 单位 元 的 
闭 子 代数 ， 则 五 是 C( 外 ,下 ) 的 一 个 闭 的 可 分 (separable) À fERI 
子 代 数 。 从 而 由 引 理 1 知 B 等 度 同 构 于 一 个 代数 CO(Y ,天 )， 其 中 
了 为 一 紧 致 空间 。 又 由 B 为 可 分 知 了 是 可 度量 化 的 ， 并 且 ABH 
然 仍 是 不 连续 的 。 

(2) 01) 及 定理 了 可知， 存在 一 个 街 异 点 zxE7，, 一 
^ TR Barach ft D o — 4:353 8] S BC v: M L9 Di £v |J. 0. 
显然 ?不 是 了 的 孤立 点 。 令 全 ,= 了 {zx)， 

SUREN) H X,UI—3 JF f, 3 GU QU EE 
(men) 《由 引 埋 ICU, FTE), HES 

S ={#E N:v| Ky 2-0), 

RfE—nES, HSH 6 知 存在 g,&E Ko, S8 fi vigi)*0, X. 
因 Ky N02 Æ Ko, RF vl, =0, ORBE veg >> 
Algali. 

MAF msc A gngn= 0, MHS 2 WAS HA, 

《3)》 令 2 为 一 个 定义 了 上 拓扑 的 度量 〈 由 (1 ) 知 4 存在 )， 
JER (2, SCX MS 

dônt: «0,(n € N) H0,—0, 

Hd, =d(t,2,), 

& V.-ye Xo 1-6, iQ 2) «20, S (0€ N) 
WHV. DESFA, FAM mnt, OV yo. 

出 上 上 段 易 知 ， 我 们 不 妨 设 已 改 取 (z。) 的 一 个 子 序列 作为 新 
的 (z,)， 并 相应 改 取 新 的 诸 V, 使 适合 viK,=0, 其 中 六 = 
U(V,.:nc N}, 

(4) HEREN, G 
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1 : 
P,-dy € X120, d Q2) <5 Os). 


BER BG FR PR Sb AB Es WAV REV a Ea RV U 
{zx} 是 z 在 工 中 的 一 个 邻 域 。 因 而 ， 对 任何 JE 村-， 都 存在 fE 
JAEK EES = fit fe Ama vilJ.=0Rv| Ky-OUBv(- 
0. 但 这 与 (2 "mv 的 取 法 矛盾 ， 所 以 诸 ,中 有 无 限 多 个 不 是 
FE, 
通过 过 渡 到 一 个 无 限 子 序列 及 改变 记号 ， 我们 又 不 妨 设 每 个 
FF. 部 不 是 空 集 (n EN), 令 了 = {x}U(UF,), 则 由 诸 , 定 义 可 知 F 
是 了 中 的 闭 集 ， 
(5) 对 每 一 8 EN， 取 es。E J; 使 适合 
lenly=1, en(F,)={1}, UR 
en(y) = 024d(m.y) Ln Bd (z,9) 04, 

FFX HE Pe = (0,) € e CK) 


Qa) = $. Gren, 


对 每 个 yE X, BW EW EN, REE mA WP 0i 外 都 
fie. (OW) ={0}, MIM Anota) e X, RE, 

X Sb eae M., JE Hvobie, CK) DO —£RYE WM M. 

对 每 一 JyE XNV E nE N te, HEM eg) € (0,1), 
WBrei-e.C Ky, Mili C3) 

v(ei-e,)-0, (REN), 
KS WMemen=0, (mæn), MTT AT vods ARRAY. 
MH T6 (EC) € J.ckerv, Brbl(vod)es(K) =0, 
(6) BiüEvod:ce, CK) DIE AEAE RS, 

Mtg E M .fitv(g)5c0, Cli (258 9 FETE). ESB, = Ig | Gir. 
(nEN), WCB.) C e, 

FER Ha, > Offia = (an) Ceo (B,/a,)€c,, HENS FK 
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WF: f(z)= 0; 在 F E, f=g/e,, REN) 
EU f AEA. RAPEY PRA, Brblfurine AM. 
的 连续 函数 。 

HFEF bijd(of-9, Bibl (vodo (a) vCf) =v(g)*0, M 
ifj (vod) (a) 0, 

(7) Bteiie,(K)BEC(BN, K) BAM, 4e 

E-(pCBN:(vod)|CKyne,CK)) 260, (UC Ns)) 
FAVOd ORBAN, MH (vod) [es CK) 20RIECBN NN, 

假若 上 为 无 限 , 则 存在 BN 中 一 序列 非 空 开 集 (D0 ,) 能 使 U n NUn 
为 空 集 (mnr) 并 且 

(vod) | CK e, CK)) 960, (MEN), 

FAFA (vod) Jen CK) =0， 可 以 仿 ( 2 ) 中 论证 而 得 到 一 个 矛盾 ， 
所 以 如 是 有 限 集 ， 

HB (vod) | (JCB) D e CK) =¢, 

现在 任 取 一 个 pC E, HR eCC(AN, Kt, 在 了 的 一 个 邻 
域 上 e=1， JEHZEEN (GR — 585 Ee =0, 

Fil Fite, £g X0:c,CK) Dig T 

0(f) = (vod) (fe), (€ e (K)), 

易 见 8 即 合 定理 所 求 . 证 毕 

在 以 上 基础 上 ， 并 引用 连续 统 假 设 ，Dales 于 1976 年 证 明了 
下 列 定理 。 与 此 基本 同时 ，Esterle 也 独立 地 得 到 同样 结果 ， 但 证 
Eg. 

定理 9(Dales-Esterle) TECH zT, EX Y ERK Hau- 
sdorff Zf], MAFA H Banach{t 数 C(X, K) (以 | 1x 为 范 数 ) 到 
~A Banach (UH Ar B E kd ds B. Mn CCOX,K) EFES 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,但 除了 在 一 些 关键 处 用 到 C 五 之 外 , 孝 
是 常规 的 数学 论证 ,在 此 略 去 .读者 可 参看 54]( 或 C5],56],[7])， 
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$2 Woodin 条 件 


定义 ”以 N*M 记 一 切 正 整 数 无 限 序列 所 成 的 集 , 设 f ,gEN”， 
$, 

fcro BAM. frin ceN(iuznf8fin)cgio. 

f<rg4 HERH, n-ooht Ag (n) — f(n)-+oo, 
BAAK BE NY 上 的 偏 序 在 本 章 中 ， 偏 序 一 般 指 严格 
WF.) . 

定义 Wr CP.) 5 QS 均 为 偏 序 集 ，r 为 由 PAO 
的 上 映射. 

Ci) 如 果 对 任何 a,8E 了 PP， 由 a 志 5 可 得 m(a)<n(b), MER 
为 保 序 的 . 

(ji》 如 果 对 任何 9,8E P， 由 a 之 5 可 得 x(a) «z(b), Wifi 
为 单调 上 升 的 . 

cib WARM fea Fe P, abn Br(a)> 1b), WN grs 
AMAT RN. 

(iv) 如 果 z AB, FFERE a, bC P; asb 4A RY 
z(a)sm(b), Wifkmg—UR ARR AM. 

CV) 如 果 为 满 射 且 为 嵌入 英 射 ， 则 称 工 为 一 序 同 构 映 射 ， 

定义 ” 设 U 是 由 入 的 一 些 于 集 所 成 的 集合 。 如 果 上 VU 适合 下 列 
Nae Ci) 至 Gib, WIEKUDSN Enj—^ Bii. 

Ci» Xa,b cU, Wja()bcU, 

Gi) ZiacU HacbcN, WbcU. 

Gii) 对 任何 aSN, Fa RNahpA—-F MTU, 

设 0 为 N 上 的 超 滤 子 。 如 果 存 在 *E 六 使 

U={alNn:in€a}, 

则 称 如 为 N 上 出 {a} 生成 的 主 超 汀 子 。 BIWRUAN LIES RR 
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TG É BENT. 

EM WR TP-WLARPA SIS (可 以 依 自 然 方式 
把 它 看 作 一 个 实 代数 )。 设 VU 为 N 上 的 一 个 超 滤 子 ,对 任何 ,g E 
RY, 4 d 

Ferg HARMSInCN:fin)2g(n)) cU, 

f<ng4 HH (nc N:fin)«g(n)) cU, 
A = ER ESHA, DIMER ngon A SiE. DJ 
Cf GRC id f BIER BAB, IES 

R*/U = {Cff ER} 
fg R* /U 中 作 如 下 定义 ， 
Cfi+Cgi=Cf+ 9); Cfg S CfgX;aC f 5 Cof 3. (a € R); 
CfI<tg) 《或 记 为 [ 门 二 [9]) M«HBHRMf-«—,g 

易 证 以 上 诸 定 义 的 合理 性 GE, 与 各 等 价 类 中 代表 元 的 取 法 无 
关 )。 并 且 易 证 ，RR"/U 是 一 个 实 代数 ， 并 且 是 一 个 实 闲 有 序 域 ， 
R'IUBSRRETUIMSET. 

仿 此 可 定义 有 序 集 CONP/U, <y) 

HF ese ERY PELE WEA, 所 以 也 可 以 仿 
EE RENEE /U 及 co/U ， 并 依 自 然 方 式 把 它们 看 作 RUR 
RR GER, 车 1E 而 gE R* 且 适合 1 = egt, RHAGER, 
1H Jt 3E 75 8j 7 在 co 时 也 有 类 似 情 况 .) ,又 易 见 co/V ROB E L/U (n 
HE, 

慨 pEBN， 以 U 记 与 p 相 应 的 NM 上 的 超 瀑 子 (也 即 ， 把 pg 看 作 
多 中 的 元 ， 即 由 让 到 8 中 的 非 零 同 态 上 映射 ， 而 令 

U -iZ(a)y:a c I" Apa) 20), 
HULU AN 上 的 超 滤 子 .) .我 们 暂 以 1 及 jp 记 实 代数 C(BN) = I” 
中 与 了 相应 的 理想 。 任 取 fECLBN)， 则 易 见 ，fE Js SERO 
MR-OCU FH fie¢=0, Mii, JEJ: 5HR f-,0, BRL, 
I/U 作为 实 代数 ) 同 构 于 CCBN)/J。， 我 们 把 这 两 者 等 同 起 
250 


X. XEM, Co dped XII To/U. 

根据 以 上 看 法 ， 我 们 可 以 由 定理 8 得 到 下 列 的 定理 ， 

定理 10 设 半 为 一 紧 致 空间 ,如 果 存 在 由 C( 革 ,大 ) 到 一 个 Ba- 
nach 代 数 44 中 的 不 这 续 同 态 帅 射 ， 则 存在 NY 上 一 个 非 主 超 滤 子 U， 
一 个 根 Banach 代 数 D 及 一 个 由 co/U 到 D 中 的 非 零 同 态 映射 ， 

EX BIENES <y, (P 1 AN Efi BH 1 的 常 函 
mw), > 

(g»-(feN'«.f«.g). 
定义 ” 设 4 为 一 根 代数 。 对 任何 ac,pEJ4N\{0}， 令 
aby HRHP ECE 4 适合 a = be, 

定理 11 RX 为 一 紧 致 宝 间 。 如 果 存 在 由 OX, K) 到 一 个 
Banach 代 数 4 中 的 不 连续 同 态 映射 ， 则 存在 NY tA fe pe 
PAS RN 上 的 一 个 非 主 超 滤 子 UU， 使 (<g>/U， 二 ys) ERA 
(N^, «ph. 

证 明 C1) 由 定理 10 知 ， 存 在 六 上 的 非 主 超 滤 子 局 及 一 个 
i Banachi 34 D & —- 3EE A ASM 850: e,/U — D, 

(2) INCE RE S PIE, 

取 一 个 eE co/U 使 适合 9(q) 二 0， Aka 0, AR e= le) 
Ec MIM Blal=a, RMR REN 都 有 0 二 a 一 1 GE SIM 
瑟 以 正常 数 并 在 UD 中 一 个 集合 上 改变 相应 的 a, 即 可 ), 现在 取 g 
为 和 ”中 一 个 适合 


rc ^ me D GMT e A. -> 
gí(n)z2(n€ N) JF AY noo] he ( <- ) í 
的 函数 ， 


C3) 以 下 把 二 v 简 记 为 二 。 我 们 将 构 作 一 个 嵌入 上 射 
E; KU, <N", c, 
‘EC a PF see a Se 
CE FR SE NETTES 
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—>(N*,<p), 
其 中 9 就 是 1》 中 (作为 到 D 中 的 映射 ) 已 给 出 的 ， 易 见 它 是 单 
阅 上 升 的 ， 以 下 定义 v 及 rz， 它们 都 将 是 单调 下 降 的 。 
(4) 对 任何 FE <g》， 令 


glie? — CHLL: ), (REN), 


APRA (Sl, Ke C2) 可 知 w1 ENO. 

现在 任 取 CfI]E 《<g>》/U， 并 令 

v(Cf 3) =Car t" 3, 

则 易 见 v ERE A GU VCP A SITES f REI), 

如 果 在 cg》/U PHAIL: 不 妨 设 对 每 一 isEN 都 有 
fin) <fn Sgn), (WERN SR f EU 中 一 个 集 上 的 值 作 
改变 即 可 .,) 令 

B, sa, aC uen TIITL , (NEN), 
Bi C2) nA, Ce, KARAVAD I= VCF), 
MECU PREVC D evf). BREA 
vi(<g>/U,<)>+(e,/U,<) 

是 一 个 单调 下 降 的 映射 ， 

(5) 现在 证 明 ，6oy 的 值 域 被 包括 在 DanilD 中 。 

fFEMCFIE<g>/U, SIEGEN, $ 


B, - ann sn) , (NEN), 
Ria EAM A 1 — (Gf 00/900), Kit n 足够 大 时 
Ba rut . 所 以 B (By) = Co. 又 有 
B, =a, E PLU =Ony, (nC N), 
PELCO CB =a, WAC 280, 
C6) URED EREN. WFrED\nilD, gg Y 
t(2)(n) =min{k E N:kz|z"l-*), (nc N), 
292 


则 ffz)E AN。 
如 果 在 DNnilD 中 有 zx<y. 设 z=yz2， 其 中 zED. 则 z $nilD， 
并 且 
lz "ey "ze", EN). 
由 于 六 为 根 代数 ， 所 以 24 mn 一 oo 时 有 上 "| too Rll, M 
mAn gSpARBIT()(On)tT(00O, «BD tly) <et), PPL, 
t:(DNnilD,«)-—(NF,«—,) 
也 是 一 个 单调 下 降 的 映射 . 
(7) 最 后 ， 令 =ToBov。 则 由 以 上 可 知 x 为 单调 上 升 的 映 
射 。 又 因 二 为 <g>》/U 上 的 全 序 ， 所 以 zt 是 一 个 要 入 映射， 证 毕 

定理 12(Woodin 条 件 ) HX AK 臻 空间。 如 果 存 在 由 
CA 五) 到 一 个 Banach 代 数 4 中 的 不 连续 同 态 上 映射 ， 则 存在 六 上 
的 非 主 超 滤 子 及 一 个 由 (7 ， 一 到 (CNY， 一 上 中 的 嵌入 上 映 
射 。 其 中 ZE NN 为 N 上 的 恒 等 函 数 ，Z(n) -n, (NEN), 

证 明 设 9 及 U 分 别 为 定理 11 所 断言 存在 的 N* 中 的 函数 及 
六 上 的 非 主 超 滤 子 。 

$904.79 Cin) ,SW(a.:n € N)J&N 的 一 个 划分 (partition)， 
Be 

Vz-ziocN:l1]o,cU), 

易 见 V 为 N 上 的 滤 子 .对 每 个 CN， 又 易 见 在 0EV 及 
(NNO EF 中 恰 有 一 条 成 立 。 所 以 下 是 W 上 的 超 滤 子 。 又 由 于 
?co 时 有 9(a)~>co 而 每 一 zs 为 有 限 , 故 易 见 了 是 丸 上 的 非 主 超 
WÈT. 

IERS € Z»/V, Wisn-- comp f(n) R n- f (3), 
从 而 当 n> ool 1149 (fog) (n) oo X g(n) - Cfog) (n) oo, Bi 
以 foygE <g》。 由 此 可 知 ， 

(Z»/V , y) SCI, € (X95/U , ,) 
是 一 个 单调 上 升 的 映射 ， 从 而 又 易 知 它 是 一 个 嵌入 上 映射。 再 由 定 
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还 11 即 得 本 定理 的 结论 ， ü i 


$3 ”预备 知识 C 


定义 ECP, <A mE, A, BRP. OR 
何 pE 了 都 存在 a€ 4 能 使 三 9， 则 称 4 为 了 的 一 个 具 尾 子 集 。P 了 的 
诸 共 尾 于 和 集 的 基数 中 的 最 小 者 称 为 P 的 共 尾 数 。 类似 地 Gg xx 
为 宇 )， 可 定义 了 的 共 首 子 集 及 共 首 数 ， 

定义 设 P, 为 一 偏 序 集 ,4 ,也 是 已 的 子 集 。 以 4 一 五 卖 
Ji XjeErOcacARbCBdpHacb, WRee Pig A-—ic) —B, 
WR cE fS, Bm. 

定义 HOP.) AWA, A BEPHTR.MIRAUB 
是 全 序 和 集 和 开 且 4<B8, 则 称 序 侦 <4,B3》 为 P 中 的 一 个 予 隙 (pregap). 
如 果 4 的 共 尾 数 为 x 而 8 的 共 首 数 为 :.， 则 称 予 RA, B» Jg (x, 
\)- 予 际 。 如 果 予 阶 44，B) 不 能 被 P 中 任何 元 隔 开 ， 则 称 <4,B> 
为 一 强 隙 (gap). 

定义 B (P,<) 为 一 偏 序 集 。 如 果 对 于 ,4 三 @ 在 P 中 没有 
Ck, 1)-SED3, WWRKPA—1,-M. 

引 理 13 对 每 一 9 E N^ 之 适合 1 之 p99 dd. CE) 是 一 个 
1 一 和 集 ， 

UB (1) Béfogoiine NEG, «DPI — O0) 
-E P. 

4k,-1, MBN ENE, CN BEAL, S ELE 

fi) +2n<g,(k), (Gi, j 51,5, Ez). 
再 令 
"T y= fl Wk=1,,k,-1; 
max(f (b), , f 00) +n, 3E E, kn -1, (nC N), 
WM hNeJfgsnceNo. PLL (go, «pb PR EEO, @) - 
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at p. 
C2) Bj C10 WE (Go, <p) PRAHA ULIS O00 
Bü x, Ao. ur 

eM HOP, <) 为 一 偏 序 集 。 如 果 了 的 每 一 非 空 于 集 4 
都 包括 一 个 可 数 的 与 4 共 屁 且 共 首 的 子 集 4 ， 则 称 了 为 一 0,- 集 ， 
如 果 存 在 一 个 序数 o 能 使 P = L jP,， 其 中 每 个 P, 都 是 -~- 集 并 且 当 
Vn LNAP. SP,,, NIA P 3—8,- 集 . 

引 理 14 设 OP.) 为 一 全 序 的 ci- 集 ，(@ ,二 ) 为 一 个 - 集 。 
LEP APTT T: P,Q 23 Ga EFAS PRT, DE 能 扩 
张 为 一 个 单调 上 升 映 射 Tz: PQ, 

证 明 (1) $ 
F -((QU,Q): P,CUC P, 9: a aaa 
在 不 中 和 定义 一 如 下 ， 

(U,,0,) HCU,,9,S4 A224, U, Cm U,3-Rv9,— 
BRAF EZ (NPT )E P) ,并 且 易 见 万 中 每 一 RANK 
Jf. WH Zorny| Su (F, 有 一 极 大 元 ， 设 为 《7 ,r) 

以 下 证 明 FVF =P， 从 而 f 就 是 所 求 的 映射 。 

C2) 假若 了 二 已 。 任 取 一 元 ecE PV。 由 了 为 a,- 集 知 存在 
P 的 可 数 子 集 P，，P, 使 ，P | 为 {z EP:z<<aq} 的 共 尾 子 集 而 P, 为 
{re Praca} MEATS, 

因 而， z(P,) xP.) Q 的 可 数 子 集 ， 并 且 5, M, x (P1) U 
Y(P,) 为 全 序 集 且 xX(P,)<x(P,)。 再 由 @ 为 四 - 集 可 知 ， 存 在 bE 
外 各 合 XCP,) < 二 18}<x(P,), 

现在 定义 TL:VU {a} 一 09 为; 


(r), 当 #EV, 
ilm 45, i-a cm 
MAR VU {a}, z)cF3FHS (C, x) 的 真 扩张 。 但 这 与 
(Vm) BECKTEZF JE. WE 
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33815 Ut OP.) We, (OC, m-fR. 
则 存在 由 已 到 如 中 的 单调 上 升 映射 . 

证 明 HB AIPUERORAP- UP., Hp LP svoj} A— 
上 升 链 且 每 个 P, 均 为 a,- 集 ， 

由 引 理 14 易 知 ， 可 以 归纳 地 定义 一 族 映射 

t, P, >Q, (væ) 

BEER vo, P, WEPT. 

现在 令 F= LUjr,， 则 就 是 一 个 由 PAA HARA EF RH. 

vee 证 毕 

定义 ”以 R, 记 一 切 如 下 的 序列 r= eco A RMB. 
其 中 ， 每 个 roE {0，1} 并 且 {a:x。=0} 是 0 的 一 个 不 含 最 大 元 的 
非 空 真子 集 。 

MPR PARA AN sor = <r. Ry =<y., > 

lz, y) -inf(a:z,Àcy,], 

并 定义 ， za BRI uie yuan. 

易 见 对 于 到 构成 全 序 集 ， 

定义 ”对 每 一 0 专 %1， 以 Q@, 记 一 切 如 下 的 序列 x raco) 
所 成 的 集合 ， 存 在 6 过 0 使 + ;= Vili X] — 6e o MA r =, 

HORO.. BRO LJ Qo, 并且 QR 而 QR 


EM 47=R,\Q, #4 

J = {r€ Re PFE <a fit X] — Yd<a<p<o,# 2, = 25}, 
BWJCIBJ XI. 

引 理 16 《有 一) 中 每 一 有 上 界 的 非 空 子 集 都 有 最 小 上 界 ， 
每 一 有 下 界 的 非 空子 集 都 有 最 大 下 界 ， 

证 明 (1) RSH CA.) 的 非 空子 集 且 有 上 界 。 现 在 
归纳 地 定义 #2 = ir acoA 

z,-max(y,'yc S, y]a- z|a), 


256 


(D 1ER, zc. WE Rz -supS, 
0:2) Zir€ R,, WAR Ae ALF eo o. BEBE a. = 0 而 对 
—Ylo<é<o, Ar, =l, Nm, > 
fee WEO; 
2,74 1, é=a; 
Lo » Mo<é<a,, 
HY 2 =<z,:€<o,>, MAMER Hez = sups, 
(2) fi (1) Wik, M (Gh, — 的 每 一 有 下 界 的 非 空子 
集 T， 痢 存在 zE€ RB 适合 z = inf7， 证 毕 
引 理 17 rel, A,-(yCQ:y-4x),B, - (yC Quay), 
MW: 4reJm, (A, Bod (Q,—0 'Bül—^-(, 90-8t BR, 
SrCIDPMJB, (A, BIE (Q,—0 中 的 一 个 (9, 0) -SEBUX 
(à, Q)-5EDR. 
WA 《4-.，B -> 显然 是 (@ ,一 ) 中 的 一 个 色 阶 ， 设 为 (x,4)- 
HER. 
(1) $8 ={€<o,:2,=1} MHEAS ERREAK, 
WHETECS, 4 
O fta Mas 
aia, mM E<a<a,, 
FPO US =x ta<o,>, WAU {e ECS} A, KIER TR, 3E 
Hr=|8], 
(2) $T -(E-0,:z, -0).W|diz JT 3EZ: HL7GRE IG. 
对 每 个 EET， 令 
TOME 
"e 1, Ma-£, 
0, cep. 
JEAN! = Queocoo. WA ('ECETIEBIG3XE NE TA, 并 
Ha |T|. 
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(3) 当 ZEJ 时 ， 易 见 supS =supT=0,, Bib x-4-0,, 
当 z EINJ 时 ， 易 见 {x，4} = {@，}, 证 毕 

引 理 18  3]íg—0-0,,(Q,,—)3g—2a, -8.(Q0, 一) 为 有 8- 集 ， 

证 明 (1) ERO ASE T RA, 显然 4 在 中 有 上 界 ， 
Be = <x。 为 4 在 R, 中 的 最 小 上 界 ， 

(4:1) 若 zE4， 则 {z} 是 4 的 共 尾 子 集 。 

(1:2) Ziz€ A, &t-sup(a:x, =1}， 则 为 一 极限 序数 且 
T&T, 

AFET, AFE € 4 适合 y*1€= zj&， 所 以 {yf 一 
<T} FE A 的 一 个 可 数 的 共 尾 子 集 , 

(2) 仿 上 可 知 ， 也 存在 与 4 共 首 的 可 数 子 集 。 从 而 易 见 
(外 ,一 ) 是 一 a,- 集 ， 

(3) 由 (2) 及 Q = 9。 即 易 见 8 为 B,- 集 ， 证 毕 


$4 存在 适合 MA(o,) 且 具有 
否定 答案 的 模型 


定理 19 在 MN4(ol) 之 下 ， 设 <f ,ga:a<K,， Baw (NY, 
< 中 一 个 (x， 力 - 予 除 ， 其 中 x.4 专 @,。 则 存在 两 个 函 NEA, 
hE WN 能 使 对 每 一 a<x 及 每 一 8<-4， 存 在 tE NW 使 得 ， 对 每 个 
J2k, RIDEK Sg, RED Shj Sgt). 

证 明 (1) 令 P 为 由 诸 三 元 组 p = 《r,s,o) 所 成 的 集 ， 其 
中 +，s，o 适 会 下 列 三 条 件 ， 

Ci) 存在 i(p)EN 使 r,sE WL 

Gi) oo 是 x x AER TE, 

Ui) 对 每 一 (a,B) coEfg j>), HE.) gs 

对 于 忆 中 任 二 元 p1 9 G1,5,,0 Rp, = Cr,,8,,0p, IR 
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NOB (OS FEX AT RV 

Gv) a D0,3f HKP OSL Ppa), 

(v) (ros) Elso KDK. 

(vi) 对 每 一 (a,B) co, RE fg — JE (UC prt 1), lpi} X 
Ti(€cCcf.Go,98sC(D0, Wej ELS 95002. 

BRP, <S) EWER CHARM TAD. 
(2) MEE. SEAC, 
HP =<7,8,0>, pe=<r,8,0,> CPJEE ilp) z lC peo ER 
mcN,. 我 们 断言 存在 PE POR RP.EPEI, pE) >m, 
40,-0,U0;, FF k>max{l(p,), mda, XA — la, B) 
€0,& 5$ —J2k, ha feag (这 是 可 能 的 ， 因 对 任何 
0<K 及 B 一 4 都 有 fo。 二 F942.), 又 取 7*E NN: 使 得 ，r* 是 ?的 扩张 并 
HXpJj2l(pO +1, k &fg—(a,B) Co, PA r* D €CCÉLCD, 
9atj)2( 由 pi 适合 让) 知 此 可 能 .) SDN S*cN^. MES 
p.c (7 8” 03)， 则 易 见 ps 且 有 所 需要 的 性 质 。 
特 知 ，P 中 任何 两 个 形 如 《<r 5,0,» &XCr,s,op hic RAK. 
又 由 于 了 中 的 元 《r,s,0) 其 (r,s) 只 有 可 数 多 种 取 法 ， 故 易 见 
(P,=) 适合 cc.c,，。 
(3) 对 任何 <K，8 一 人 及 8EN， 令 
Daren -(p-r,s,o»cP:(a,Bj co, I(p) ek), 
iH C2) PARARE Damn E (PSs) PRE, 
XD. rBBHOF, WAMA IET P HEFG 
能 使 每 个 Cn Dip ARS, 

(4) 现在 定义 h,,h,C N' 如 下 ， 对 每 一 上 EN， 易 见 存在 
9=<7,8,0>EG fF L(qo —k, 任意 取 定 一 个 这 样 的 9， 并 令 
h,(b) = TE), h(tk) sk) 

让 如 的 滤 子 性 质 及 《1) 中 的 (Vv ) 易 知 有 及 有 加 的 上 述 定义 是 
A TR. 
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(5) Bte-ckHB-24, Hug € DB... NG, 

对 每 一 j 宇 1(g)+1， 易 见 存在 9EG 适 &1«« R1G)7 J. 
故 由 《1 ) 中 的 (Vv) 可 知 ， RAD ECS), ge( JI, Mas) 
€Cf.G», 9222. 证 毕 

定理 20 EMA) F, WO, BW (NY, <o 中 的 一 
ia AD-F IR, KH Ppo<n,i<o,, #SUHN 上 一 个 非 主 超 滤 
子 。 则 存在 hE N'BBRRA-—,(h)-—,B. 

WEAR EKA, B) =<fi.ge:a<K, BCA, FRA, MRE 
理 19 中 记 说 的 两 个 函数 ,我 们 证 明 下 列 断 言 Sa Cuh Loga 
<K, BOA)s Mha<yhi<ngs(a<u, BCA), 

(aa HO SAR ae, “Mew x 4 中 在 在 (n, BO X. B 
fie EF FAC i) Ri) MAN xa (Ci ) fa ua ug s,s GOD fa, 
«nh ug aoe 

^Y =max(@,,@,}, d=max{B,,B.}, M f,-—yhicuvg, Rf, 
«ihi g ADA RM. 

HFK, A20, AV+1<KR6+1<A, > 

A= JEN: fra CF) Shi (J) SgaaiC))}, 

Bz={je Nfr DEM SEa Dh 
m FEISHDANNCOLU BYSIB, WBU WEE RUE T Am AUB 
CU. AWA, BE b 有 一 个 在 8 中 ,不妨 设 4EU， 又 由 于 f» 
SrifvaEgeicrgs MH ACCUM E JENE ADCR 
<gs(D}EU, MAWA 

[yh ex, 

xx 3l ET. 

所 以 上 述 的 断言 成 立 。 因 而 定理 成 立 ， 证 毕 

定理 21 MAIZE, X UN 上 的 非 主 超 滤 子 ， 则 在 
fEH CR.) 3) (OZ /U ,< 中 的 嵌入 映射 

证 明 (1) 由 引 理 13 知 (Z5, 之 ps) 为 一 处 - 集 。 由 引 理 18 
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Al (Q,—0 为 -- 有 - 集 ， 故 由 引 理 159mfédke— T UR ETE E: 
(Q, X) >Z, <r). Miti, Pls: (Q, 4) (20, <p) He 
调 上 升 的 ， 

(2) Xjfgj— z€I( RNQ), &XOA,,Bo XQ, 720 中 如 
下 定义 的 缝隙 ， 

A,-iyCQ:y-z), B={yEQ:r、Y}, 

由 引 理 17 知 <4:，B2》 是 (8 ,一 ) 中 的 一 个 (K ,4)- 缝 隙 ， 其 中 
(x, A}C{o, e), Mit CAD, z(B,bo&(Zo, <p) PH 
—^(, A)-FR, 

由 定理 20 知 存在 hc N” BEIE n(A) V (Ah) nC. 由 于 
XT(B,) 不 空 ,所 以 hE 《2Z》. 我 们 就 取 定 这 样 一 个 和 并 定义 T(x) =h, 

《3) HOGER PRM, BOE 

T:(R,,—0—(OZ0 ,<y) 

thie AU EFA. FRED Ay Sh ELSE eA CR, ~<) BI (<Z>/U, 
<u) PRA T 证 毕 

由 定理 21 及 定理 12(Woodin 条 件 ) WHR, 

定理 22 在 于 4(@o) 之 下 ， 设 下 为 一 紧 致 空间 。 如 果 存 在 出 
CCX 下) 到 一 个 Banach 代数 A 中 的 不 连续 同 态 映 射 ， 则 存在 由 
(有 一) 到 (NY, < 中 的 嵌入 映射 

另外 ， 利 用 公理 集合 论 中 的 选 代 力 迫 方法 ， 可 以 证 明 下 列 
定理 ， 

定理 23(Solovay-Woodin) (在 ZFC 不 矛盾 的 前 提 下 ) 存在 
ZFC+ MA(Oo)IEREELM, dERTPORTETEHLCR,, ANY, <p) 
内 的 柑 入 映射 ， 

证 明 较 长 也 较 专 门 ， 略 去 ， 见 5 2 J] 定理 8.25， 

由 定理 22 及 23 就 可 得 到 本 节 的 主要 结果 ， 

定理 24 (在 ZFC 不 矛盾 的 前 提 下 〉 存在 ZFC + MAD) 的 
RAM, (Hah. AERIS AX, KOX, K) 到 任何 ( 玉 上 
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的 ) Banach{t Zr Arni ja] zs pi 8j sp dex SN. 
这 :个 定理 与 定理 9 合 起 来 ， 就 说 明了 Kapjansky 问题 相对 于 
ZFC 的 独立 性 ， 


$ * x W 
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附录 “公理 集合 论 发 
何 青 


什么 是 集合 ? 人 们 往往 认为 ， 集 合 就 是 把 一 些 具 有 某 种 性 质 
的 对 象 聚 集 起 来 所 成 的 总 体 。 但 这 不 能 算是 集合 的 定义 。 要 想 严 
格 地 定义 集合 这 个 概念 是 相当 困难 的 。 因 此 上 述 的 说 法 仍 不 失 为 
一 种 恰当 的 描述 。 由 德 同 数学 家 康 托 (G.Cantor) 所 创立 的 集 
合 论 当初 正 是 建立 在 这 样 一 个 描述 性 的 基础 之 上 的 ， 因 而 也 石村 
素 集合 论 之 称 。 自 康 托 创立 集合 论 至 今 ， 已 有 近 百 年 之 久 了 ， 目 
前 集合 论 已 发 展 成 为 一 个 内 容 丰 富 的 数学 分 支 ， 尤 其 是 自 六 十 年 
(VB & EHA (P.II.Cohen) 用 力 迫 法 (forcing method) 
解决 了 连续 统 假设 的 独立 性 问题 后 ， 集 合 论 进 入 了 一 个 深入 发 展 
的 时 期 ， 产 生 了 一 系列 深刻 的 结果 ， 并 影响 到 其 他 数学 分 支 ， 引 
起 了 数学 家 们 的 广泛 注意 ， 下 面 对 集 合 论 的 发 展 历史 作 一 简要 
NA. 


31 康 托 的 朴素 集合 论 


集合 论 是 关于 无 穷 集 合 的 数学 理论 。 人 们 对 无 穷 的 认识 经 历 
了 很 长 的 过 程 。 时 在 中 国 古 代 和 西方 十 希腊 时 期 ， 数 学 家 就 已 接 
船 到 了 无 筋 过 程 和 无 穷 小 。 但 是 否 承 认 污 穷 集 ， 却 是 一 个 从 古代 
到 中 世纪 一 直 引 起 争论 的 问题 。 亚 里 斯 多 得 就 只 承认 “ 潜 无 穷 ? 
《 即 一 个 无 限 的 延伸 过 程 》 。 甚 至 到 了 1831 年 ， 高 斯 还 认为 “把 
无 穷 量 作为 一 个 实在 的 整体 来 使 用 ， 这 在 数学 中 是 绝对 下 允许 
的 ， 无 穷 只 不 过 是 一 种 说 话 方式 ……”。1638 年 惹 利 略 把 全 体 自 
热 数 和 全 体 实 代 数 数 一 一 对 应 起 来 ， 得 出 它们 具有 相同 个 数 的 结 
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ib. AMEE SHR “MERTE” . AWA Bee 
来 ，“ 部 分 不 能 等 于 全 体 ” 是 一 条 不 容 置 疑 的 真理 ， 甚 至 伽 里 略 
本 人 也 认为 ， 无 穷 量 不 可 比较 ， 无 大 小 之 分 。 HM, “MS AY 
等 于 全 体 ” 正 是 无 穷 集 的 基本 特性 。 后 来 戴 德 金 就 以 此 作为 无 穷 
集 的 定义 ， 并 治 用 至 今 ， 无 穷 集 真正 得 到 研究 是 上 世纪 后 半期 ， 
康 托 首先 对 无 穷 集 壕 行 了 深入 的 系统 研究 ， 创 立 了 超 穷 序数 、 基 
数 等 新 概念 ， 并 建立 了 一 大 有关 的 基本 定理 。 

康 托 的 研究 是 从 证 明 “ 函 数 展开 为 三 角 级 数 的 唯一 性 ”开始 
的 .他 首先 对 无 穷 集 进 行 分 类 。 在 1874 年 的 论文 《关于 一 切 代数 
实数 的 一 个 性 质 》 里 提出 了 “一 一 对 应 ”的 分 类 准则 。 这 一 方法 
蚌 认 识 上 的 一 个 飞跃 。 对 无 穷 集 来 说 ， 如 果 把 能 否 一 一 对 应 作为 
是 否 相等 的 标准 ， 则 一 个 无 穷 集 就 会 和 它 自 己 的 真 部 分 相等 。 这 
和 有 限 集中 “全 体 大 于 部 分 ” 相 了 矛盾 。 这 一 事实 怡 好 是 有 限 集 和 
无 限 集 的 本 质 区 别 。 

康 托 还 发 现 并 非 一 切 无 穷 集 都 可 数 ， 无 穷 集 是 有 区 别 的 。 他 
首先 证 明了 一 个 线段 上 的 实数 不 可 数 。 自 从 发 现 了 两 个 不 同 的 无 
穷 集 ， 自 然 数 集 和 “连续 统 ” 以 后 ， 康 托 自 然 想到 是 否 还 有 更 大 
的 无 穷 。 经 过 几 年 努力 ， 他 发 现 了 解答 这 个 问题 的 两 个 途径 ， 一 
是 根据 序数 理论 从 序数 集 来 形成 更 大 的 无 穷 ， 另 一 途径 是 用 一 个 
集合 的 笑 集 来 形成 比 原 集 更 大 的 无 穷 。 

从 第 一 条 途径 出 发 ， 康 托 构 造 了 一 系列 序 数 o，o+1，…， 
20, 及 一 系列 基数 羡 ，， 
Si; Ma, c8 

从 第 二 条 途径 出 发 ， 康 托 构造 了 一 个 比 一 个 更 大 的 集合 和 基 
数 。 如 果 a 表 示 集 合 A 的 基数 ， 则 2 表示 AREER 基数。 他 用 
对 角 线 方法 证 明了 2“ 二 a， 从 而 构造 出 一 系列 基 数 4a，2*，2*"， 


通过 这 两 种 方法 我 们 有 了 两 个 系列 的 基数 ， 
264 


第 一 系列 ， Nos A» Sey gh 
第 二 系列 | Hy, 285, 22, :en。 
很 自然 的 问题 是 比较 这 两 个 系列 基数 的 大 小 。 WAERT 
M. 这 个 问题 康 托 没有 解决 ， 即 使 到 了 今 天 我 们 依然 不 知道 答 
2, 著名 的 连续 统 假设 就 是 假设 2*， = 器 ;,， 简 记 此 [B 设 HCH, 
两 个 无 穷 集 是 否 能 比较 大 小 ， 是 集合 论 中 的 一 个 根本 问题 ， 
任 二 良 序 集 都 能 比较 大 小 ， 因 而 ， 如 果 每 一 集合 都 能 良 序 ， 则 任 
二 集合 都 能 比较 大 小 。 如 何 使 每 个 集合 都 能 良 序 ， 康 托 没 有 人 解 
决 。1904 年 策 墨 罗 证 明了 著名 的 良 序 定 理 ， 但 在 证 明 中 使 用 了 一 
条 重要 的 公理 (选择 公理 ) 。 关 于 选择 公理 的 问题 将 在 下 面 
讨论 。 


$2 罗 灶 怪 论 和 公理 集合 论 


康 托 集 合 论 有 一 条 重要 的 原则 ， 把 凡是 满足 某 种 性 质 p(z) 的 
对 象 ? 聚 集 起 来 就 构成 一 个 集合 ， 记 作 {zr:p(z)}。 这 一 原则 被 称 
为 概括 原则 。 它 很 自然 人们 原来 都 深信 不 疑 。1901 年 ， 罗 素 用 
具有 性 质 x € x 的 元 素 x 组 成 的 集合 {x eer PRA: We 
集合 为 4s， 根 据 a 的 定义 ， 由 a Ea 可 推出 aga， AH, haga 
可 推出 a€ a， 因 而 ，a Ea 当 且 只 当 a#a, 这 就 是 著名 的 罗素 悖 
论 。 罗 素 还 曾 以 “理发 师 悖 论 ” 作 比喻 说 明 这 一 悖 论 。 PRE 
的 出 现 立 即 震动 了 整个 数学 界 ， 引 起 了 数学 史上 的 第 三 次 危机 ， 
从 此 以 后 ， 数 学 家 们 对 数学 的 绝对 严格 性 的 观念 发 生 了 动摇 ， 

为 了 消除 罗素 悖 论 ,不 得 不 对 集合 的 概念 加 以 限制 ,由 于 当时 
名 尔 伯 特 刚 为 欧 氏 几何 成 功 地 建立 了 公理 系统 ， 因 此 大 家 认为 采 
用 公理 化 的 方法 对 集合 作 一 些 必 要 的 规定 是 适当 的 。 于 是 一 些 集 
合 论 的 公理 系统 应 运 而 生 . 其 中 有 代表 性 的 是 策 墨 罗 (E.Zermlo) 
和 弗兰克 尔 〈A.EFraenkel) 建 立 的 ZEFC 系 统 ,罗素 建立 的 类 型 论 ， 
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9E (von Neumann) 、 贝 尔 纳 斯 (P,Berneys) HI) 德 
尔 〈K.GodeD 建立 的 BG 系 统 。 其 中 应 用 最 多 的 二 ZEFC 系 统 ， 它 
的 主要 精神 是 有 限制 地 使 用 概括 原则 ,下 面 给 出 ZFC 系 统 的 
AM. 

C1) 外 延 公理 ， 如 果 两 个 集合 具有 完全 相同 的 元 素 ， 则 它 
们 相等 ， 

VAVB( vy z(zCc A«—rCcB)-—À- B), 

(2) 空 集 公 理 ， 存 在 一 个 不 包含 任何 元 素 的 集合 ， 

JAVa(zEGA), 

C3) 配对 公理 :对 于 任何 集合 z，y， 存 在 一 集合 ur, y 

为 它 的 元 素 ， 
VzVydAVWVz[(zCA«—tz-zWVz-y)), 

C4) 并 集 公 理 ， 对 于 任何 集合 4， 存 在 一 集 AB, BRU 

Ai 70% Nou 38 A E JU s 
VA3JBVXVz)rCB«— Jy(y C AAx Cy)23, 

(5) ERAH: XT TEN GTA, FE- RAB, Bl 以 

ART SSCOAPERI2OG E s 
VA3JBVz(xC Berz), 

C6) FROM: OTE WA SEMI A He (可 能 含 
fis Fs tkr) ATERS i, "a GIC, 存在 m 集 4B, 
ERCP RACK LA 成 ， 

Vive Vi, VO IBY clr c B«e—(zCCAQ9(,,,4)). 

(7) 无 穷 公理 ， 存 在 一 个 集合 4， 它 含有 无 穷 多 个 元 素 ， 

d ALPE AA V z(zC A—(zU(x)) € ADD (Gy 2s 集 ) 

(8) 替换 公理 ， 对 于 任 - 一 集合 4 与 任 一 不 会 B 的 1 阶 公式 
V(r, 9), MRM PAH CYzEd)Yg Vy, y) / 
V(z, y))-x9,- y:2, WHE-BAB, EI 由 那些 存在 x*E A 
(P(e, RERA 成 ， 
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VA((Vz€ AOV, Vol (P(r, yhvG, y))09y = ga 
—3BVyC(g€ Be—( 32€ A)P(z, y)))} 

(9) 正则 公理 ， 任 何 非 空 集 4 都 含有 一 元 素 z， 使 很 z 与 4 
没有 公共 元 素 ， 

V ACA $— dr(zCAAz(A-4). 

(10) 选择 公理 ， 如 果 丸 是 一 个 由 两 两 不 相交 的 非 空 集合 组 
ARER, WAM PANERA PA pot 素 组 成 一 个 集 
as, 

VFCCV te R(rt4#hQ) ACV TEF Yy¥e FP) r4 yr y= 9) 
3SCVzCP)(31 WCyESNaA 
(WrES)(32E F)(rEz))), 

一 般 把 (1) zx Coo 所 组 成 的 系统 称 为 ZF 系统 ， 

在 ZTC 系 统 中 ， 子 集 公理 就 是 一 种 受到 限制 的 概括 原则 ,用 
这 条 公 班 内 能 得 到 与 已 构造 的 集合 相 比 并 不 大 的 集合 。 这 样 就 在 
效 地 附小 了 悖 论 的 产生 ， 并 且 也 能 够 得 出 数学 中 所 需要 的 东西 。 

但 是 , 狼 于 ZEC 系 统 仍 存在 着 一 些 基本 问题 有 待 解决 , 例 
如 连续 统 假 设 , 以 及 ZFC 系 统 的 和 谐 性 .在 ZEC 系 统 rpg pi deu dg 
多 的 公理 就 是 选择 公理 。 在 ZFC 系 统 中 ， 使 用 其 它 公 理 所 得 到 的 
焦 合 都 可 以 构造 性 地 给 出 ， 唯 有 选择 公理 是 一 个 例外 。 狐 学 容 
们 就 是 否 承 认 选 择 会 理 的 问题 展 升 了 激烈 的 争论 ， 激 烈 的 程 记 在 
激 学 中 上 也 许 只 有 关于 欧 氏 几何 的 平行 线 公 理 的 争论 可 以 与 之 
in. 
0 AURSUEFBCSTOSEEE HE RC ER, XA TETES 的 事实 是 
ZFC 系 统 中 其 他 公理 的 结论 ， 无 需 选 择 公理 。 即 使 是 无 穷 族 ， 
但 如 采 下 中 所 仿 的 每 个 集合 都 按 某 种 统一 的 方 式 定义 了 良 序 ， 同 
们 也 可 以 不 用 选择 公理 。 罗 素 曾 给 出 一 个 简单 的 比喻 ， 假 定 有 无 
穷 多 双 鞋 ， 那 么 我 们 能 从 每 一 双 里 选 出 一 只 峙 ， 例 如 都 取 左 脚 的 
苦 ， 但 如 果 是 无 穷 多 双 袜 子 ， 则 不 用 选择 公理 就 无 法 选取 了 。 其 
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主要 原因 是 我 们 无 法 用 概括 原则 去 准确 地 描述 用 选择 公 型 所 送出 
的 集合 。 正 是 由 于 这 种 非 构造 性 的 缺点 ， 使 选择 会 理 受 到 许 驳 非 
议 ， 数 学 家 们 也 尽 可 能 地 避免 使 用 选择 公理 ， 

此 外 ， 有 些 由 选择 公理 推出 的 结论 也 与 直觉 不 符 ， 这 使 人 们 
感到 它 是 一 条 危险 的 公理 .其 中 最 著名 的 是 1924 年 巴 拿 赫 
(S,Banach) 和 塔 斯 基 (A .Tarski) 证 明 的 被 称 为 “分 球 怪 论 ” 
的 定理 。 这 条 定理 说 ， 利 用 选择 公理 可 以 把 一 只 球 分 成 有 穷 多 
份 ， 然 后 再 把 它们 重新 组 合成 两 只 与 原来 的 球 一 样 大 小 的 球 。 呢 
然 这 本 直觉 大 相 径 庭 ， 因 此 人 们 称 之 为 怪 论 。 另 外 ， 和 选择 公理 
等 价 的 良 序 定理 也 是 一 个 很 强 的 结论 。 它 断言 任何 一 个 集合 都 存 
在 良 序 ， 但 实际 上 就 是 对 实数 集 ， 也 至 今 尚未 找到 它 的 一 个 具体 
的 良 序 。 又 如 ， 维 他 利 〈G.Vitali) 用 选择 公理 证 明了 FEHN 
格 不 可 测 的 实数 集 ， 这 个 结论 也 不 合 数 学 家 的 口味 ， | 

但 是 ， 田 一 方面 我 们 又 很 难 放 弃 选 择 公理 .事实 上 ， 营 放弃 
它 就 得 放弃 一 大 部 分 现代 数学 ， .选择 公理 在 数学 中 的 应 用 非常 
多 . 例如， 大 家 熟 习 的 事实 “可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 是 可 n, 
其 证 明 就 需要 选择 公理 。 莱 维 (A Lévy) BOE 证明 了， 车 不 用 
选择 公理 就 不 能 证 明 上 述 结论 。 在 各 数学 分 支 中 还 可 举 出 很 多 重 
安定 理 与 选 擅 公理 等 价 ， 或 是 需要 用 选择 公理 才能 证 明 ， 例 如 估 
fi (Zorn) 引 理 , 特 尔 基 (Turkey) 引 理 ,拓扑 中 的 乘法 公 
JP. POMPA (Tychonoff) 定理 ， 布 尔 代数 中 的 斯 通 (Stone) 
表示 定理 、 素 理想 定理 , 泛 函 中 的 乌 列 逊 〈Urysohn) 引 理 、 汉 - 
CLA (Hahn-Banach) 扩张 定理 ， 等 等 ， 从 这 些 定理 的 重要 化 
可 多 选择 公理 在 数学 中 的 地 位 ， 

关于 选择 公理 的 争论 非常 激烈 。 直 到 哥 德 尔 证 明了 选择 公理 
与 ZF 系统 的 相对 和 谐 性 ， 这 场 斗 论 才 初 步 平息 下 来 ， 至 于 选择 公 
理 的 独立 性 问题 ， 迟 至 六 十 年 代 力 迫 法 产生 后 才 获得 解决 . 

此 外 ， 直 于 选择 公理 过 强 ， 人 们 也 提出 了 它 的 一 些 弱 形式 . 
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常用 的 弱 形 式 有 可 数 选 择 公 理 AC), KERAM (DC.), 
良 序 选 择 公理 CAC). 它们 的 关系 是 4C~4Cuo>DC。 一 
4C。。 反 向 的 草 涵 都 不 成 立 。 

虽然 ZFC 系 统 对 集合 进行 了 严 必 的 撒 述 ， 也 涉 除 了 罗素 悖 
论 ， 但 是 否 还 会 堆 出 其 它 矛 盾 来 ， 仍 不 得 而 知 。 庞 加 药 曾经 形象 
地 说 过 ，“ 为 了 防备 狼 ， 羊 群 已 用 篱 匈 围 起 来 了 ， 但 却 不 知道 圈 
里 边 起 否 和 还 有 狠 。” 为 了 解决 ZEC 系 统 的 和 谐 性 ， 希 尔 伯 特 曾 设 
想 把 全 部 数学 还 原 为 有 限 主义 的 数学 。 所 亩 有 限 主义 的 数学 ， 是 
指 只 研究 具体 的 对 象 并 只 用 构造 主义 的 证 明 方 法 。 和 希 尔 伯 特 希望 
用 这 种 方法 来 证 明 全 部 数学 的 和 谐 狂 ， 但 是 哥 德 尔 的 不 完备 性 定 
理 彻底 否定 了 这 种 想法 ， 


$3. 哥 德 尔 的 工作 


1931 年 ， 哥 德尔 证 明了 著名 的 不 完备 性 定理 。 这 个 定理 说 ， 
任何 包含 数论 的 相 容 的 形式 系统 都 是 不 完备 的 ， 即 存在 这 个 系统 
内 的 语句 ， 它 和 它 的 否定 都 不 能 在 这 个 系统 内 证 明 。 如 果 这 个 系 
统 还 包含 皮 亚 诺 算 术 ， 则 这 个 系统 的 和 谐 性 是 不 能 用 可 在 这 个 系 
统 内 形式 化 的 方法 证 明 的 ， 不 完备 性 定理 表明 ， 用 ZFC 系 统 本 身 
不 能 证 明 ZEC 的 和 谐 性 ， 

不 过 数学 家 一 般 都 相信 ZEFC 是 和 谐 的 ， 因 为 它 的 公 理 看 来 是 
合理 的 ， 而 且 至 今 从 未 推出 矛盾 。 至 于 将 来 会 不 会 推出 矛盾 ， 则 
完全 是 一 个 信念 问题 

哥 德 尔 不 完备 定理 的 证 明 ， 使 用 了 现今 被 称 为 形式 系统 算术 
化 的 方法 。 这 是 在 证 明 中 运用 了 一 些 把 形式 系统 纳入 自身 之 中 的 
充满 技巧 的 方法 ， 因 而 他 所 找到 的 既 不 能 肯定 、 也 不 能 否定 的 命 
题 ， 是 人 为 构造 出 来 的 。 现在， 数学 家 们 把 眼光 集中 到 算术 理论 
中 的 一 些 重要 问题 ， 和 希望 从 中 找到 不 可 判定 的 问题 ， 虹 近 组 合 数 
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尘 中 的 一 条 相当 自然 的 定理 ， 帕 里 斯 - 哈 林 顿 (Paris-iiarrington) 
定理 被 证 明 为 皮 亚 诺 算 术 系 统 中 的 不 可 判定 命题 ， 虽 然 它 在 较 强 
的 系统 中 是 可 以 证 明 的 。 关 于 这 方面 的 研究 在 数理 逻辑 中 已 形成 
一 个 新 的 分 支 。 这 里 不 再 详细 讨论 ， 

哥 德 尔 对 集合 论 的 一 个 重要 贡献 是 1938 年 证 明了 选择 公理 利 | 
连续 统 假 波 与 ZF 的 相对 和 谐 性 。 这 基 一 次 突破 性 的 工作 ， 他 使 用 
的 六 法 被 称 为 内 模型 方法 。 到 德尔 认为 集合 的 概念 太 合 混 ， 内 而 
无 法 判定 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 的 真 假 性 。 他 用 几 个 基本 的 
集合 运算 在 ZF 由 递归 地 构造 了 所 谓 的 可 构造 集 , :全体 可 构造 集 
GEID 是 集合 全 体 〈 记 为 了 ) 的 一 部 分 。 他 进而 EHT, ZE 
HS BRA A PEP IV = Lig LB, MLE “ZF +V LS Qi 
Al. fk Lj fü EWA f ACHIGCH (J7 AiE 73: RRB, PE 
“ZF +AC+GCH” JRISEfBRBS. ARA VIL PY YE DS BE 
广泛 出 于 集合 论 的 相对 和 谐 性 证 明 中 。 到 了 七 十 年 代 ，R Jensen 
于 人 对 可 构造 模型 进行 更 精确 的 刻 划 ， 发 展 了 “精细 结 雹 ”的 坪 
沦 ， 从 而 在 工 中 证 明了 许多 组 合 命 题 。 他 将 精 组 结构 理论 与 大 基 
数理 论 外 结合 证 明了 著名 的 复 盖 引 理 ， 假 设 0* 不 存在 ， 如 果 玉 是 
VW 中 可 数 序 效 集 ， 则 存在 一 个 可 构造 的 序数 集合 了 使 得 五 三 了 并 且 
IX] = 上 。 其 中 0 不 存在 表示 某 种 大 基数 不 存在 ， 后 来 ， 
工 .Dodd 利 Jensen 等 人 将 精细 结构 理论 与 超 震 方法 相 结 合 ， 提 出 了 
TED BEST BG ,并 且 证 明了 和 相应 的 复 盖 引 开 ,现在 柱 心 模型 的 理 

论 成 为 了 集合 论 研究 中 的 重要 工具 ， 

虽然 内 模型 的 方法 解决 了 许多 问题 ， 但 是 连续 统 假 设 (CH) 
和 选择 公理 (AC) 的 独立 性 问题 依然 没有 解决 。 退 至 产 十 年 代 ， 
力 旭 法 拘 产 生 才 解 决 了 这 些 问题 ， 


$4 连续 统 假设 利 力 人 迫 法 


连续 统 假 设 是 康 托 在 1883 年 提出 的 。 自 从 1900 年 布尔 扫尾 拒 
它 列 为 23 个 重大 数学 问题 的 第 一 个 问题 以 来 ， 曾 有 过 两 次 重大 突 
破 ， 但 并 没有 景 终 解决 ， 

1938 年 哥 德 尔 在 证 明 ZF + AC 的 相对 和 和谐 性 时 ， 也 证 明了 
ZF + CH 相对 和 谐 ， 从 而 (在 ZF MIR 的 假定 下 》 由 ZFC 推 不 出 
ACH, 

1963 年 科恩 用 力 迫 法 证 明了 ZEFC+ 一 CH 的 相对 和 谐 性 ， 从 
d CfEZE BH) TO 由 ZFC 推 不 出 CH， 

以 上 两 个 结论 合 起 来 ， 就 说 明了 〈 在 ZE 和 谐 的 假定 下 ) XE 
病假 设 对 于 ZEC 的 〈 相 对 ) 独立 E. 

力 迫 法 使 用 了 全 新 的 思想 和 方法 ， 技 巧 很 复杂 。 以 下 作 一 些 
简 栈 的 直观 解释 。 

ZFC 系 统 的 一 个 基本 特点 是 它 有 多 重 模 型 例如 集合 爹 体 F 
总 ZFC 的 模型 ， 而 可 构造 集 类 工 也 是 ZFC 的 模型 。 在 不 pags 
中 ， 基 数 是 可 以 政 HE Wy, 这 就 为 我 们 证 明 一 CH 提供 了 -- 个 
ik. 

根据 模型 论 的 基本 结论 ， 可 果 ZFC 有 模型 ， 可 以 假定 它 有 -一 
个 可 笋 可 和 传 模 型 半 。 科 思 的 想法 吓 在 如 中 加 入 一 些 新 集合 ， 把 民 
扩张 为 一 个 新 模型 N，， 使 入 成 为 ZFC + 一 CH 的 模 型 。 这 就 责 
A. 首先 ， 加 入 的 新 集合 不 会 破坏 异 的 结构 ， 以 保证 入 仿 是 ZEF 
的 异型 ， 其 次 ， 新 集合 应 能 使 入 中 有 ;个 实数 ， 从 而 2" 三 os。 为 
此 ， 需 根据 这 两 个 要 求 设计 一 个 特殊 的 INL JE RP, GSP BRR 
M EWIE (generic set) ， 加 困 它 具有 下 列 二 性 质 ， (1) 
GEPRE T ilter); (2) hJRDILPmTIEHRDCM, 
"GO DS. ERN, GREM fy 元素 。 现 在 把 居中 的 一 
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部 分 元 素 指定 为 已 -名 字 ， 并 用 每 个 P- 名 字 根 据 4 按 一 定 的 法 则 
构造 一 个 NN 中 前 新 元 素 。 力 迫 法 有 一 个 基本 定理 说 ， 对 P 的 任 一 
3t 41.6 ,这 样 构造 的 入 仍然 是 ZFC 的 模型 ,并 含有 G 为 E 的 一 个 
新 元 素 ， 通 常 称 N 为 用 的 扩张 模型 ， 并 记 为 村 [GI]。 在 这 种 扩张 
中 基数 会 发 生变 化 。 但 如 果 P 满 足 某 些 条 件 , 例如 可 数 反 链条 件 ， 
则 MLGI] 可 以 保持 某 些 基数 不 变 。 男 一 方面 ，P 的 成 员 常 设 为 某 
一 新 集合 a 的 近似 物 ，P 上 的 偏 序 则 是 近似 程度 强 弱 的 刻 划 。 兼 
WRG CS PH ka 的 近似 到 近 “序列 ”， 它 以 a 为 “极限 ”， 即 
UG=a， 通 过 各 种 P 的 筒 密 子 集 可 以 对 G 加 上 许多 限制 , 使 得 < 满 
足 我 们 的 要 求 。 一般 地 ， CFEM, 而 UG 则 在 N 中 直接 
Hn. 

piu, RISIEMCGOOm;" ton —4- Mh AN RT Sa, 
A Eat ERE aS, ncCatffín) 1, n¢attf(n)=0, 在 
型 中 设计 侦 序 集 已 = (p: pU, pix SX So 的 子 集 ， 
7 的 值 域 是 {0，1}} BERPA Kf IP AGI. NUR ping th, 
则 p 比 9 殉 副 近 f， 或 者 说 ，p 比 9 包含 1 的 更 多 信息 。 如 果 避 是 P 的 
RAB, UGIEMoesi(0, 1) 中 的 函数 。 通 过 稠密 子 集 的 选取 ， 
可 以 保证 的 定义 域 是 6。 以 G 为 特征 函数 的 的 子 集 是 对 中 原来 
没有 的 ,所 以 CGDI 中 @ 的 子 集 比 计 中 多 . 科 思 就 是 用 这 个 办 RE 
次 扩张 模型 使 @ 的 于 集 不 断 增加 ， 并 且 在 模型 扩张 过 程 中 基数 保 
RAVE, ftRUSIUBEUSNIR2"—o, Km CHEN Bu. 

为 了 证 明基 数 在 六 中 不 变 ， 我 们 需要 在 用 中 讨论 入 的 性 质 . 
或 者 说 要 在 时 这 个 世界 中 去 研究 另 一 个 世界 MICGI] 的 事情 ,为 此 ， 
科恩 引进 了 "758" BUE. XE X. “pH Ho” Xy “nt 4f — 3% 
qQSEGCP, HZpPCG, WofEMCGYBER" , 5$ —Jj di, HA 
WERN f “pI iho” xx — TER TEM P np EL Za E] ,还 不 需要 提 到 兼 纳 
RGCP, HLM EAM, »Jjiüe, mib of se 扩 KM 
WPM. FRE UGH UE, ROR, EMRE UU. 

272 


2 时 ，c 被 迫 成 立 。 或 者 说 ?中 所 包含 的 信息 已 能 保证 5 成 立 ， 

力 迫 法 是 一 种 强 有 力 的 构造 模型 的 方法 ， 用 它 不 但 构造 了 
-0H 和 一 4C 在 其 中 成 立 的 模型 ,还 得 到 了 大 量 独立 性 结果 , 例 
如 集合 论 中 的 Suslin 假 设 ,Kurepa 猜 想 , 群 论 中 的 允 hitehead 问 题 ， 
分 析 中 的 Kaplansky 问 题 等 ， 都 已 被 证 明 是 相对 独立 于 ZEFC 的 ， 


$5 大 基数 公理 


集合 论 的 男 一 个 重要 课题 是 大 基数 公理 。ZFC 的 无 穷 公 理 保 
证 了 无 穷 基 数 的 存在 ,其 中 最 小 的 是 o.o 有 三 个 明显 的 性 质 , CT) 
它 不 是 后 继 基数 。(2 ) ÈR 是 少 于 @ 个 更 小 基数 的 并 集 . 03) 
对 所 有 小 于 @ 的 基数 x，2" < 二 m。 我 们 自然 要 间 ， 除了 @ 以 dH, E 
否 还 有 其 他 无 穷 基 数 也 具有 上 述 三 条 性 质 ? 如 果 假 设 存在 这 样 的 
更 大 的 无 穷 基 数 ， 将 会 产生 什么 情况 ? 

出 人 意料 的 是 ， 在 ZFC 中 无 法 证 明 存 在 不 可 数 的 基数 满足 上 
述 三 条 性 质 ， 同 样 也 无 法 否定 它 。 人 们 把 满足 性 质 C10 和 (2 ) 
的 不 可 数 基 数 称 为 弱 不 可 达 基 数 ， 把 满足 (1) 、(2) 03) 
的 不 可 数 基 数 称 为 强 不 可 达 基 数 。 如 果 假 设 GCH 成 立 ， 那 么 强 不 
可 达 基 数 和 能 不 可 达 基 数 是 相同 的 。 运用 这 些 大 基数 假设 ， 至 今 
也 没有 推出 与 ZEFC 相 矛盾 的 结果 ， 因 此 我 们 把 它们 作为 新 公理 加 
进 ZEC 中 ， 

研究 表明 ， 弱 不 可 达 基 数 足 一 个 大 得 售 人 的 基数 。 对 于 弱 不 
可 达 基 数 o.， 可 以 证 明 它 必 有 性 质 @。 = &， 但 是 具有 这 个 性 质 的 
最 小 基数 还 不 是 绊 不 可 达 的 ， 如 果 令 如 =aw， hnri=0Di， 则 4: 
LJ Am AA ERER. 这 个 基数 在 直观 上 已 是 非常 X T. HE 
不 满足 (2 ) 因而 4 还 不 是 弱 不 可 达 基 数 ， 

通过 对 @ 的 性 质 加 妃 推 广 ， 人 们 还 逐步 引进 了 各 种 其 它 的 大 
基数 ， 如 Ramsey 基 数 ，Mahlo 基 数 ，0* 假 设 ， Erdós SE Jt , n] jit] kt 
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Hr. GAS RR, MRM, BK (huge) 基数 等 ,假设 某 
种 大 基数 存在 的 公理 统称 为 大 基数 公理 ， 也 称 为 广义 无 穷 公 理 ， 
由 于 大 基数 公理 的 有 关 概 念 过 于 复杂 ， 这 里 只 介绍 其 中 之 一 。 

ly R3ENOC0,JE B AEHCRESRP (CK) RAE 1 x- n] 加 的 2 值 
测度 ， 则 称 x 为 可 测 基 数 。 可 测 基 数 比 第 1 个 强 不 可 达 基 数 还 要 
大 得 多 ， 这 是 因为 集合 {4 二 x，4 是 弄 不 可 达 基 数 } 的 势 UE x. B 
定 可 测 蔚 数 存 在 ， 则 可 以 证 明 可 构造 公理 不 成 立 ， 其 至 可 以 证 明 
存在 不 可 构造 的 白 然 数 集 ， 可 测 基 数 还 有 许多 奇特 的 性 质 ， 例 如 
于 面 提 到 的 柱 心 模型 理论 ， 如 果 用 所 表示 柱 心 懂 型 并 且 假 设 不 存 
在 可 测 基 数 ， 网 乓 满足 复 盖 引 理 ， 即 ， 对 下 中 任何 不 可 数 的 序数 
集合 天 都 存在 天 中 的 焦 合 7 使 得 并 二 了 而 且 | 开 | = 171|. 

大 基 茹 理论 还 有 不 少 其 他 用 途 。 在 许多 独立 性 问题 的 证 明 中 
被 用 到 大 旦 数 假 设 。 例 如 ， 在 证 明正 规 Moore 空 间 猜 起 的 过 程 
dy HEERE. 

fr PASE XU IEEE SEA RR, EDGE e BLUE JG fie 
Jj. ^. LevyfüR, SclovayitB] T, RE ZFC+ “存在 可 测 基 
TCU T. SUES SEIN Be HTS dq ASE BE ea UEM. 

此 外 ， 各 利 大 基数 公理 的 相 容 性 也 都 未 能 证 明 。 现 在 ， 研 究 
各 种 大 基数 的 作用 及 它们 之 间 的 关系 ， 以 及 大 基数 与 其 它 集合 i 
似 设 的 相对 相 容 性 问题 ， 已 成 为 集合 论 的 一 个 内 容 极其 丰富 的 
专题 。 


$6 决定 性 公理 


由 于 选择 公理 对 ZF 的 相对 独立 性 ， 使 数学 家 有 了 在 ZF 中 引 
进 与 选择 公理 矛盾 的 新 假设 的 余地 。 近 年 来 引 人 注 意 的 是 在 六 十 
mfe, Mycielski HIH, Steinhaus 提 用 的 决定 性 入 再 (axiom 
ci determinacy), fig JAD, 
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我 们 先 看 对 策 论 中 的 一 个 问题 。 设 4 “@ 是 一 个 由 一 些 7537 
长 自然 数 序列 组 成 的 集合 ,用 G4 表示 与 4 相应 的 一 个 博 奕 (game)， 
规定 如 下 ， 甲 、 乙 二 人 轮流 取 @ 中 的 元 素 ， 甲 先 取 p,， 然 后 乙 取 
?然后 甲 取 p，…。 设 最 后 所 得 的 序列 为 a= <P Pis P» 
“>, W RecA WH, 否则 为 乙 胜 、 所 谓 甲 的 一 个 必 胜 策 
上 略 是 指甲 的 一 个 策略 ， 每 当 轮 到 甲 取 数 时 ， 他 可 以 根据 双方 已 取 
的 数 运用 此 策略 决定 该 取 的 数 ， 使 得 无 论 乙 每 次 如 何 取 法 ， 总 能 
使 最 后 所得 的 无 限 序列 wE 4。 仿 此 可 定义 乙 的 必 胜 策略 。 所 谓 
GEWER, EHR, LINFA- AA DHE 策略 。 决 定 性 公 
理 断 言 ， 对 每 个 4S*o， 4 都 是 决定 的 。 

首先 ,选择 公理 和 决定 性 公理 是 矛盾 的 .因为 我 们 可 以 用 选择 
公理 找到 一 个 集合 4S oo 使 得 G4 不 能 决定 。 因 此 ， 如 果 要 使 用 决 
定性 公理 ， 就 必须 舍弃 选择 公理 。 不 过 ，AD 与 选择 公理 的 RIE 
ADC 〈 相 依 选择 公理 ) 并 不 矛盾 。 

其 次 ， 由 ZF 推 不 出 AD (在 ZF 和 谐 的 前 提 下 ) 。 这 是 因为 ， 
用 AD 可 以 证 明 连 续 统 假设 〈 由 于 没有 选择 公理 ， 连 续 统 假设 的 
形式 与 前 述 的 有 所 不 同 )， 从 而 由 连续 统 假设 对 ZF 的 独立 性 即 
知 由 ZF 推 不 出 AD. 但 是 ,AD 与 ZF 的 和 谐 性 问题 至 今 仍 未 解决 ， 
如 果 对 集合 4 加 一 些 眼 制 ， 可 以 得 到 一 些 较 弱 的 决定 性 APR. Bi 
如 ， 车 4 是 开 集 ， 则 可 以 在 ZF 中 证 明 G4 是 可 决定 的 ,如果 增加 
一 些 大 基数 假设 ， 就 可 以 证 明 一 些 更 强 的 结果 。 经 常 被 讨论 的 较 
弱 的 决定 性 公理 是 射影 决定 性 公理 (PD), 最 近 有 报导 说 ， 如 
果 假 设 存 在 巨大 基数 ， 就 可 以 证 明 PD， 但 有 关 的 文章 尚 来 发表， 

决定 性 公理 有 许多 重要 的 推论 。 例 如 ， 由 它 可 证 明 每 一 实数 
集 都 是 Lebesgue 可 测 的 ， 并 且 具 有 Baire 性 质 。 由 它 也 可 推出 可 数 
选择 公理 对 实数 集成 立 ， 等 等 , 

决定 性 公理 在 大 基数 方面 却 有 一 些 奇 怪 的 结论 。 例 如 ，1966 
iPSolovay H] ADUEW] fo, Ro, hin] i LH, {Aten 二 2 时 ，o。 都 


275 


是 奇异 的 且 具 有 共 尾 数 @，， 后 来 又 证 明了 @。 4,1 及 @,,: 也 是 可 测 基 
数 ， 等 等 。 决 定性 公理 的 研究 不 仅 为 ZFC 系统 的 研究 开辟 了 新 领 
域 ， 还 纵 传 统 的 描述 集合 论 的 研究 注入 了 新 的 活力 。 


$87. 马丁 公理 及 其 它 假设 


随 善 集合 论 研 究 的 深化 ， 人 们 又 陆续 提出 一 些 很 有 意义 的 新 
假设 ， 其 中 比较 著名 的 是 马丁 公理 (Martin Axiom, WAMA), 

在 证 明 Souslin 假设 和 谐 性 的 过 程 中 ， 马 丁 发 现 有 一 条 命题 
起 了 本 质 的 作用 。 他 于 1970 年 正式 提出 了 这 条 命题 ， 并 命名 为 马 
丁 公 理 。 它 的 内 容 如 下 ， 设 己 ， 反 > 是 一 个 非 空 偏 序 集 ， 满 足 可 
ERE, DEP II — TR T SB.IDI 2" WAP Ht 
子 G， 它 和 D 的 每 个 元 〈 忆 的 笛 密 子 集 ) 的 交 不 空 (如 果 把 |D| 
2” 换 为 1D| 三 %,:,， 则 相应 的 命题 记 为 人 4(0.))， 

MA 与 CH 之 间 的 关系 非常 有 趣 。 一 方面 , 由 CH 可 推出 MA。 
男 一 方面 ， 用 MA 也 能 证 明 许多 用 CH 能 证 明 的 命题 。 不 过 ， 
ZFC + MA + 一 CH 是 相对 和 谐 的 ,如 果 CH 不 成 立 , 则 对 于 介 于 @ 和 
2” 之 间 的 基数 4， 用 马丁 公理 可 以 得 出 许多 有 趣 的 结论 。 例如 ,用 
MA 可 以 证 明 4 个 Lebesgue 可 测 实 数 集 的 并 集 仍 可 测 。 用 MA + 
2 二 0 推出 的 结果 表明 在 @ 与 2“ 之 间 的 基数 和 @o 有 相似 的 性 质 ， 例 
MN, EOLA", We =2”， 由 此 可 以 推出 2" 是 正则 基数 。 

又 如 ,用 MA 可 以 证 明 , 任 何 cc.c. 拓扑 空间 MHRA 仍 
J&c.c. c. 的， 

MA 在 代数 中 也 有 重要 的 应 用 .例如 ,由 MA + 一 CH 可 推出 存 
在 一 个 Whitehead 群 不 是 自由 群 ， 从 而 得 到 Whitehead 间 题 的 否定 
答案 。 马 丁 公理 在 分 析 和 拓扑 学 中 也 有 许多 应 用 ， 特 别 是 在 集 论 
拓扑 学 中 应 用 很 多 。D。Fremlin 兽 写 了 一 本 书 台 为 “马丁 公理 的 
推论 "， 其 中 收集 了 马丁 公理 的 各 种 应 用 ， 

276 


男 一 方面 ， 如 果 我 们 减弱 马丁 公理 中 对 偏 序 的 要 求 ， 就 可 以 
得 到 更 强 的 公理 。 例 如 正常 力 迫 公 理 和 极 大 马丁 公理 。 不 过 这 些 
公理 的 和 谐 性 证 明 都 需要 用 到 大 基数 假设 。 

极 大 马丁 公理 是 M。Foreman 在 1984 年 提出 的 ， 他 证 明了 极 
大 马丁 公理 是 马丁 公理 这 种 类 型 的 公理 中 最 强 的 一 种 .他 还 证 明 ， 
由 极 大 马丁 公理 可 得 出 2* = os， 这 个 结论 很 出 人 意料 。 

研究 这 些 新 出 现 的 集合 论 假设 并 把 它们 应 用 到 其 他 数学 领域 
中 去 ， 是 目前 集合 论 研究 的 一 个 特点 。 不 过 ， 这 些 假 设 被 称 为 公 
理 ， 症 不 很 恰当 的 。 只 是 由 于 讨论 这 些 假 设 对 集合 论 的 研究 很 有 
意义 ， 它 们 才 受 到 人 们 的 重视 。 它 们 缺少 一 般 公 理 所 具 有 的 自明 
性 ， 数 学 家 们 也 没有 意图 把 它们 和 ZFC 的 公理 同等 对 待 ，。 
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